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Аннотация. Представлен обзор итерационных методов решения разре-

женных систем линейных алгебраических уравнений большой размерно-

сти. Проведен сравнительный анализ методов решения СЛАУ. Показано, 

что метод обобщённых минимальных невязок (GMRES) для разреженных 

матриц обладает высокой вычислительной эффективностью при ре-

шении задач эллиптического типа с плохо обусловленной матрицей. 

Ключевые слова: методы решения систем линейных алгебраических 

уравнений большой размерности. 

 
Ââåäåíèå 

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ îñ-

íîâûâàåòñÿ íà ïðèìåíåíèè óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ðàç-

ëè÷íîãî òèïà. Äèñêðåòíûå àíàëîãè èñõîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 

óðàâíåíèé ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì 

àëãåáðàè÷åñêèõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ). Òàêèå ñèñòåìû ìîãóò 

áûòü î÷åíü áîëüøèìè, íàïðèìåð, êàê â ñîïðÿæåííûõ çàäà÷àõ âû÷èñ-

ëèòåëüíîé àýðîäèíàìèêè, ýëåêòðîäèíàìèêè, òåïëîïðîâîäíîñòè, ìå-

õàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òâ¸ðäîãî òåëà [1-3]. Îñíîâíàÿ ÷àñòü êîìïüþ-

òåðíûõ ðåñóðñîâ òðàòèòñÿ íà ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, 

ïîýòîìó îäíîé èç êëþ÷åâûõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ 

ÿâëÿåòñÿ âûáîð îïòèìàëüíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ÑËÀÓ. 

Âñå èñïîëüçóåìûå íà ïðàêòèêå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåé-

íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå áîëüøèå 

ãðóïïû: ïðÿìûå è èòåðàöèîííûå ìåòîäû [3, 4]. Ïîä ïðÿìûì ìåòîäîì 

ðåøåíèÿ ïîíèìàåòñÿ ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé òåîðåòè÷åñêè ïîëó÷èòü 

òî÷íîå çíà÷åíèå âñåõ íåèçâåñòíûõ â ðåçóëüòàòå êîíå÷íîãî ÷èñëà 

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (ìåòîä Êðàìåðà). Èòåðàöèîííûå ìåòîäû 

ïîçâîëÿþò íàõîäèòü ðåøåíèå òîëüêî â âèäå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè âåêòîðîâ, ïîñòðîåíèå êîòîðîãî ïðîèçâîäèòñÿ îäèíàêîâûì ïðîöåñ-
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ñîì, íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì èòåðàöèé, èëè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-

æåíèé [4, 5]. 

Îñíîâíûå àðãóìåíòû â ïîëüçó èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ îñíîâàíû 

íà ýêîíîìèè êîìïüþòåðíîé ïàìÿòè è ïðîöåññîðíîãî âðåìåíè. Òàêæå 

ïðåèìóùåñòâîì èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ óäîáíîå ïðèìåíåíèå 

â ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå. Ïðè ðåøåíèè ðàçðåæåííûõ 

ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ïðÿìûå ìåòîäû 

ñòàíîâÿòñÿ íåýôôåêòèâíûìè â ñèëó íàêîïëåíèÿ îøèáîê îêðóãëåíèÿ è 

áîëüøîãî ÷èñëà ìàòåìàòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ïî-

çâîëÿþò ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñ çàðàíåå îïðåäåëåííîé ïîãðåø-

íîñòüþ. ßâíûì ïëþñîì ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíîå ïðåèìóùåñòâî ïåðåä 

ïðÿìûìè ìåòîäàìè â ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, à òàêæå óäîáíàÿ ðåàëèçà-

öèÿ íà ïðàêòèêå.  

Îáû÷íî èòåðàöèîííûå ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ ê ðàçðåæåííûì 

ñèñòåìàì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå âîçíèêàþò 

ïðè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé, êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé èëè êîíå÷íî-îáúåìíîé 

àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñèñòåì óðàâíåíèé) â 

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â 

êîìáèíàöèè ñ îïåðàòîðàìè ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ (preconditioning), êî-

òîðûå ïîçâîëÿþò ïîâûñèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè äàííîãî ìåòîäà. Âû-

áîð ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ ñîñòàâëÿåò îòäåëüíóþ ïðîáëåìó. Òàêæå èòå-

ðàöèîííûå ìåòîäû óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ 

áîëüøèõ ïëîòíûõ ÑËÀÓ. 

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè è óñòîé÷èâûìè ñðåäè èòåðàöèîííûõ 

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå 

ïðîåêöèîííûå ìåòîäû, è îñîáåííî òîò èõ êëàññ, êîòîðûé ñâÿçàí ñ 

ïîäïðîñòðàíñòâîì Êðûëîâà. Îíè îòëè÷àþòñÿ íàèáîëüøåé óñòîé÷èâî-

ñòüþ èç âñåõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ. Â ðàáîòàõ [4, 5] îïèñàíû èòåðà-

öèîííûå ìåòîäû, îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ðàçëè÷íûì ôîðìàì ïðåäî-

áóñëàâëèâàíèÿ. Â ðàáîòå [3] ïðèâåäåí îáçîð ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ 

îñíîâàííûõ íà ïîäïðîñòðàíñòâå Êðûëîâà. Îïèñàíèå ÷èñëåííûõ àëãî-

ðèòìîâ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ðàññìîòðåíî â [3]. 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòñóòñòâóåò  óíèâåð-

ñàëüíûå ìåòîäû, îäèíàêîâî õîðîøî ðàáîòàþùèõ äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ 

çàäà÷.  Êàê ïðàâèëî, çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè íàèáîëåå 

ýôôåêòèâíûé ìåòîä äëÿ êîíêðåòíîé ïðîáëåìû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå 
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ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ äëÿ óðàâíå-

íèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. 

Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé  

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû áûâàþò äâóõ âèäîâ: ñòàöèîíàðíûå è íå-

ñòàöèîíàðíûå. 

Ñòàöèîíàðíûé èòåðàöèîííûé ìåòîä – ýòî ìåòîä, êîòîðûé ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåé ïðîñòîé ôîðìå 

 
1k kx x c+ = +A ,  

ãäå A  è c  íå çàâèñÿò îò íîìåðà èòåðàöèè k . Åñëè òàêàÿ çàâèñèìîñòü 

ñóùåñòâóåò, òî ìåòîä íåñòàöèîíàðíûé. 

Ñòàöèîíàðíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ñóùåñòâóþò äîâîëüíî 

äàâíî, îíè ïðîñòûå äëÿ ïîíèìàíèÿ è ðåàëèçàöèè, íî, êàê ïðàâèëî, íå 

ñòîëü ýôôåêòèâíû â ñðàâíåíèè ñ íåñòàöèîíàðíûìè. Íåñòàöèîíàðíûå 

ìåòîäû ñðàâíèòåëüíî íîâûå, è îíè ìîãóò áûòü î÷åíü ýôôåêòèâíûìè ñ 

òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. 

Ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé èòåðàöèîííûé ìåòîä ñõîäèòñÿ, âî ìíîãîì 

çàâèñèò îò ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà ìàòðèöû. Òàêèì îáðàçîì, èòåðàöè-

îííûå ìåòîäû îáû÷íî âêëþ÷àþò âòîðóþ ìàòðèöó, êîòîðàÿ ïðåîáðàçó-

åò ìàòðèöó A  ê ìàòðèöå ñ ìåíüøèì ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì. Ìàòðè-

öà ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ. Õîðî-

øåå ïðåäîáóñëàâëèâàíèå óëó÷øàåò ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ìåòîäà. 

Áåç ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä ìîæåò äàæå íå ñîéòèñü. 

Ðàçðàáîòàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ. Îñòà-

íîâèìñÿ íà òåõ, êîòîðûå èëëþñòðèðóþò èñòîðè÷åñêîå ðàçâèòèå èòå-

ðàöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé. 

Ñòàöèîíàðíûå ìåòîäû: 

- Ìåòîä ßêîáè áàçèðóåòñÿ íà ðåøåíèè äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé 

ëîêàëüíî ïî äðóãèì ïåðåìåííûõ, îäíà èòåðàöèÿ ìåòîäà ñîîòâåòñòâóåò 

ðåøåíèþ äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé îäèí ðàç. Ìåòîä ïðîñò äëÿ ïîíèìà-

íèÿ è ðåàëèçàöèè, íî ñõîäèòñÿ ìåäëåííî. 

- Ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäèôèêà-

öèþ ìåòîäà ßêîáè. Îñíîâíàÿ èäåÿ ìîäèôèêàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî 

íîâûå çíà÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ çäåñü ñðàçó æå ïî ìåðå ïîëó÷åíèÿ, â òî 

âðåìÿ êàê â ìåòîäå ßêîáè îíè íå èñïîëüçóþòñÿ äî ñëåäóþùåé èòåðà-

öèè. 
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- Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè (Successive 

Overrelaxation –  SOR) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ 

ïóòåì ââåäåíèÿ ýêñòðàïîëÿöèîííîãî ïàðàìåòðà ω. Ïðè îïòèìàëüíîì 

âûáîðå ω ìåòîä ìîæåò ñõîäèòüñÿ íà ïîðÿäîê áûñòðåå, ÷åì ìåòîä Ãàóñ-

ñà-Çåéäåëÿ. 

- Ìåòîä ñèììåòðè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè 

(Symmetric Successive Over-Relaxation – SSOR) íå èìååò ïðåèìóùåñòâ 

ïåðåä SOR êàê íåçàâèñèìûé èòåðàöèîííûé ìåòîä, îäíàêî èñïîëüçó-

åòñÿ â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ìåòîäîâ. 

Íåñòàöèîíàðíûå ìåòîäû: 

- Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (Conjugate Gradient – CG) –  

ìåòîä íàõîæäåíèÿ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè íà îñíîâå èíôîð-

ìàöèè î åå çíà÷åíèè è åå ãðàäèåíòà. 

- Ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (MINimum RESidual  – 

MINRES). Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíîé àëüòåðíàòèâîé äëÿ 

ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ äëÿ ìàòðèöû, êîýôôèöèåíòû êîòî-

ðîé ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè è ïîëîæèòåëüíî íåîïðåäåëåííûìè. 

- Ìåòîä îáîáù¸ííûõ ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (Generalized Mini-

mal Residual – GMRES). Äàííûé ìåòîä âû÷èñëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 

îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ (êàê MINRES) è ðåøàåò èõ ìåòîäîì íàè-

ìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Òåì íå ìåíåå, â îòëè÷èå îò MINRES (è CG), òðå-

áóåò õðàíåíèÿ âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òàê ÷òî íåîáõîäèì áîëüøîé 

îáúåì ïàìÿòè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå èñïîëüçóþòñÿ ïîçäíèå âåðñèè ýòîãî 

ìåòîäà, â êîòîðûõ âû÷èñëåíèÿ è çàòðàòû íà õðàíåíèå îãðàíè÷èâàþò-

ñÿ óêàçàíèåì íà ôèêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ, êîòîðûå áóäóò 

ñîçäàíû. Ýòîò ìåòîä ïîëåçåí äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåñèììåòðè÷íûõ ìàò-

ðèö.  

- Áèñîïðÿæåííûå ãðàäèåíòû (BiConjugate Gradient  – BiCG). 

Ìåòîä áèñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñîçäàåò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 

âåêòîðîâ ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, îäèí èç êîòîðûõ áàçèðóåòñÿ íà 

ñèñòåìå ñ îðèãèíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ìàòðèöû A , à äðóãîé – 

íà TA . Âìåñòî îðòîãîíàëèçàöèè êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îíè ÿâ-

ëÿþòñÿ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè èëè "áèîðòîãîíàëüíûìè". Ýòîò ìå-

òîä, êàê è CG, èñïîëüçóåò îãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî ïàìÿòè. Ýòî ïî-

ëåçíî, êîãäà ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà, îäíàêî ñõîäèìîñòü ìîæåò áûòü 

íåðåãóëÿðíîé. BiCG òðåáóåò óìíîæåíèÿ íà êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû è 

åå òðàíñïîíèðîâàíèå íà êàæäîé èòåðàöèè. 
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- Ìåòîä èòåðàöèé ×åáûøåâà ðåêóðñèâíî îïðåäåëÿåò ìíîãî÷ëå-

íû ñ êîýôôèöèåíòàìè, âûáðàííûìè äëÿ ñâåäåíèÿ ê ìèíèìóìó íîðìû 

îñòàòêà â ñìûñëå ìèíèìóìà-ìàêñèìóìà. Ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ 

äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè, òàêæå òðåáóåòñÿ çíàíèå 

ýêñòðåìàëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïðåèìóùåñòâî â òîì, ÷òî îí 

íå òðåáóåò âíóòðåííèõ ïðîèçâåäåíèé. 

Ñðàâíèòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ 

Ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå ÑËÀÓ â çíà÷èòåëüíîé ìåðå çàâèñèò îò 

âûáîðà èòåðàöèîííîãî ìåòîäà. Íèæå ðàññìîòðèì ïðåèìóùåñòâà è íå-

äîñòàòêè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ. 

1. Ìåòîä ßêîáè 

- Êðàéíå ïðîñò â èñïîëüçîâàíèè, íî åñëè ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ 

äèàãîíàëüíî äîìèíèðóþùåé, ýòîò ìåòîä ëó÷øå âñåãî ðàññìàòðèâàòü 

êàê ââåäåíèå â èòåðàöèîííûå ìåòîäû èëè â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëîâëè-

âàòåëÿ äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ìåòîäîâ. 

- Ïðîñòîé â ðàñïàðàëëåëèâàíèè. 

2. Ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ 

- Ñõîäèìîñòü áûñòðåå, ÷åì ó ìåòîäà ßêîáè, íî â öåëîì íå ìî-

æåò êîíêóðèðîâàòü ñ íåñòàöèîíàðíûìè ìåòîäàìè. 

- Îòíîñèòñÿ ê ìàòðèöàì ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì èëè 

ñèììåòðè÷íûì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì ìàòðèöàì. 

- Ñâîéñòâà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ çàâèñÿò îò ñòðóêòóðû ìàòðèöû 

êîýôôèöèåíòîâ. Ðàçíûå ïîðÿäêè ñ íåèçâåñòíûìè èìåþò ðàçëè÷íûå 

ñòåïåíè ïàðàëëåëèçìà. 

- Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ìåòîäà SOR, ïîëó÷åííûé ïóòåì âûáîðà 

ω=1. 

3. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè (SOR) 

- Óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè Ãàóññà-Çåéäåëÿ (ω> 1, âåðõíÿÿ ðåëàê-

ñàöèÿ); ìîæåò ïðèâåñòè ê ñõîäèìîñòè, êîãäà ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ íå 

ñõîäèòñÿ (0 <ω <1, íèæíÿÿ ðåëàêñàöèÿ). 

- Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè çàâèñèò ãëàâíûì îáðàçîì îò ω; îïòè-

ìàëüíîå çíà÷åíèå ω ìîæåò áûòü îöåíåíî ïî ñïåêòðàëüíîìó ðàäèóñó 

ìàòðèöû ßêîáè. 

- Ñâîéñòâà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ çàâèñÿò îò ñòðóêòóðû ìàòðèöû 

êîýôôèöèåíòîâ. Ðàçíûå ïîðÿäêè íåèçâåñòíûõ èìåþò ðàçëè÷íûå ñòå-

ïåíè ïàðàëëåëèçìà. 

4. Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (CG) 



 3 (98) 2015 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè»  

ISSN 1562-9945 102 

- Îòíîñèòñÿ ê ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ñèñ-

òåìå. 

- Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè çàâèñèò îò ðÿäà óñëîâèé. 

- Ñâîéñòâà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âî ìíîãîì çàâèñÿò îò ìàòðèöû 

êîýôôèöèåíòîâ è îò ñòðóêòóðû ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè. 

5. Ìåòîä îáîáù¸ííûõ ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (GMRES) 

- Ïðèìåíÿåòñÿ ê íåñèììåòðè÷íûì ìàòðèöàì. 

- GMRES ïðèâîäèò ê ìåíüøåé íåâÿçêå äëÿ ôèêñèðîâàííîãî 

÷èñëà èòåðàöèé, íî ýòè øàãè ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå çàòðàòíûìè. 

- Äëÿ òîãî, ÷òîáû îãðàíè÷èòü óâåëè÷åíèå âû÷èñëèòåëüíûõ çà-

òðàò è êîëè÷åñòâî øàãîâ íà îäíó èòåðàöèþ, íåîáõîäèì ïåðåçàïóñê 

GMRES. 

- GMRES òðåáóåò òîëüêî ìàòðè÷íî-âåêòîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñ 

ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ. 

- ×èñëî âíóòðåííèõ ïðîèçâåäåíèé âîçðàñòàåò ëèíåéíî âìåñòå ñ 

÷èñëîì èòåðàöèé äî òî÷êè ïåðåçàïóñêà. Â ðåàëèçàöèè, îñíîâàííîé íà 

ïðîñòîì ïðîöåññå Ãðàìà-Øìèäòà âíóòðåííèå ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñè-

ìû, òàê ÷òî âìåñòå îíè îçíà÷àþò ëèøü îäíó òî÷êó ñèíõðîíèçàöèè. 

Áîëåå ñòàáèëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ áàçèðóåòñÿ íà ìîäèôèöèðîâàííîé îðòî-

ãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà è èìååò ïî îäíîé òî÷êå ñèíõðîíèçàöèè 

íà êàæäîå âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå. 

6. Ìåòîä áèñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (BiCG) 

- Ïðèìåíÿåòñÿ ê íåñèììåòðè÷íûì ìàòðèöàì. 

- Òðåáóåò ìàòðè÷íî-âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ 

ìàòðèöû è òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû.  

- Ñâîéñòâà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì CG. 

7. Ìåòîä èòåðàöèé ×åáûøåâà 

- Ïðèìåíÿåòñÿ ê íåñèììåòðè÷íûì ìàòðèöàì. 

- Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà àíàëîãè÷íà CG, íî â íåé íåò òî-

÷åê ñèíõðîíèçàöèè. 

- Àäàïòèâíûé ìåòîä ×åáûøåâà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â ñî÷å-

òàíèè ñ òàêèìè ìåòîäàìè êàê CG, òàê è GMRES. 

Âûáîð "ëó÷øåãî" ìåòîäà äëÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷ â çíà÷è-

òåëüíîé ñòåïåíè – ýòî âîïðîñ ïðîá è îøèáîê. Õîòÿ èç âñåãî ìíîãîîá-

ðàçèÿ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ íàèáîëåå ðàáîòîñïîñîáíûìè ÿâëÿþòñÿ 

ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (CG), ìåòîä îáîáù¸ííûõ ìèíèìàëü-

íûõ íåâÿçîê (GMRES) è ìåòîä áèñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (BiCG). 
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Ðåçóëüòàòû è îáñóæäåíèå 

Ñðàâíåíèå íåñòàöèîíàðíûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ 

ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé áîëüøîé 

ðàçìåðíîñòè ïðîâåäåì íà çàäà÷å î ðàñïðåäåëåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-

òåíöèàëà â çàäàííîé îáëàñòè. Óðàâíåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå Ëàïëàñà ( ) 0rε ϕ∇ ∇ = . Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ 

óñëîâèé äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà çàäàâàëîñü íóëåâîå ðàñïðåäåëåíèå 

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â îáëàñòè. Äàííîå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ, 

èñïîëüçóÿ ïðèëîæåííîå íàïðÿæåíèå ê ýëåêòðîäàì êàê ãðàíè÷íîå óñ-

ëîâèå, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé äèýëåêòðè-

÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè äëÿ âîçäóõà è äèýëåêòðèêà. Ê îòêðûòîìó 

ýëåêòðîäó ïðèêëàäûâàåòñÿ íàïðÿæåíèå 30ϕ =  êÂ, à ê èçîëèðîâàííî-

ìó – íóëåâîé ïîòåíöèàë. Íà âíåøíèõ ãðàíèöàõ ñòàâèòñÿ óñëîâèå 

Íåéìàíà / 0nϕ∂ ∂ =ℓ . Ãåîìåòðèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïðèâåäåíà íà 

ðèñ. 1. 

 

 

открытый электрод 

изолированный электрод 

Воздух 

Диэлектрик 

 

Ðèñóíîê 1 – Ãåîìåòðèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè 

 

Äèýëåêòðèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êåðàìè÷åñêèé ìàòåðèàë Macor 

ñ îòíîñèòåëüíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ 6rε =  è òîëùèíîé        

2,1d =  ìì. Îòíîñèòåëüíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âîçäóõà  

1,0006rε = . Ýëåêòðîäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëîñêè ìåäè. Äëèíà îò-

êðûòîãî ýëåêòðîäà ñîñòàâëÿåò 5 ìì, à èçîëèðîâàííîãî – 25 ìì. Íà÷à-

ëî êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ ïðàâûì êðàåì îòêðûòîãî ýëåêòðîäà.  

Ìíîãîáëî÷íàÿ ñòðóêòóðèðîâàííàÿ ñåòêà, îïèñûâàþùàÿ ãåîìåò-

ðèþ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ñîñòîèò èç 5 áëîêîâ, ñ îáùèì êîëè÷åñòâîì 

óçëîâ 17275 (ðèñ. 2). Ìèíèìàëüíûé øàã ñåòêè âáëèçè ïðàâîãî êðàÿ 

îòêðûòîãî ýëåêòðîäà 51 10 м−⋅ . 
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Ðèñóíîê 2 – Ìíîãîáëî÷íàÿ ñòðóêòóðèðîâàííàÿ ñåòêà 

 

Ïîñëå äèñêðåòèçàöèè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ôîðìèðóåòñÿ ðàç-

ðåæåííà ìàòðèöà A  ñ îáùèì ÷èñëîì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ 94663, 

âêëþ÷àÿ äèàãîíàëüíûå.  

Óðàâíåíèå Ëàïëàñà îòíîñèòñÿ ê ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàê êàê äàííîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò ïåðå-

ìåííûå êîýôôèöèåíòû (ïðè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ), òî ê íåìó íå ìîãóò 

áûòü ïðèìåíåíû ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ òèïà áûñòðîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàêîé ëó÷øå èñ-

ïîëüçîâàòü ñîëâåð äëÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ 

óðàâíåíèé. 

Àïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ 

ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû ñ áîëüøèì ñïåê-

òðàëüíûì ðàäèóñîì. Ò.å. ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé. 

Äëÿ ñðàâíåíèÿ âûáåðåì íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå íåëèíåéíûå ìå-

òîäû ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (CG), ìåòîä 

îáîáù¸ííûõ ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (GMRES) è ìåòîä áèñîïðÿæåííûõ 

ãðàäèåíòîâ (BiCG). Â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ èñïîëüçóåòñÿ 

ILU(0) ðàçëîæåíèå. Ëèíåéíûå ìåòîäû íå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñèëó èõ 

èçíà÷àëüíî ïëîõîé ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ äëÿ äàííîãî êëàññà óðàâíå-

íèé. 

Ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â îáëàñòè 

(ðèñ. 3). Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðåçóëüòàòû îòíåñåíû ê ìàêñèìàëüíîìó 

çíà÷åíèþ íàïðÿæåíèÿ 30ϕ =  êÂ.  
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Ðèñóíîê 3 – Ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â îáëàñòè îò-

íåñåííîãî ê ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ 

 

Êðèòåðèåì ñõîäèìîñòè âûñòóïàåò íîðìà íåâÿçêè. Ñèñòåìà ëè-

íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ÷èòàåòñÿ ðåøåííîé, åñëè òåêó-

ùàÿ íîðìà íåâÿçêè ìåíüøå íà÷àëüíîé íà ñåìü ïîðÿäêîâ 

7
0 10iR R −< . 

Èçìåíåíèå íîðìû íåâÿçêè îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ ìåòîäîâ CG, 

GMRES è BiCG ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4. Èñõîäÿ èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-

òàòîâ âèäíî, ÷òî ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ íå ïðèâîäèò ê ñõî-

äèìîñòè. Ìåòîä áèñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ õîòÿ è ïðèâîäèò ê ðåøå-

íèþ, îäíàêî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, à òàêæå ïîâåäåíèå âñåëÿåò íåêîòî-

ðóþ íåóâåðåííîñòü â íàäåæíîñòü äàííîãî ìåòîäà. È òîëüêî ìåòîä 

îáîáù¸ííûõ ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê ïîêàçàë õîðîøóþ è óñòîé÷èâóþ 

ñõîäèìîñòü ïðè ðåøåíèè ÑËÀÓ. Ïîýòîìó äàííûé ñîëâåð ðåêîìåíäó-

åòñÿ èñïîëüçîâàòü êàê ðîáàñòíûé ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ àë-

ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöåé A . 

1,0E+00

1,0E+01
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1,0E+04
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Ðèñóíîê 4 – Èçìåíåíèå íîðìû íåâÿçêè îò ÷èñëà èòåðàöèé 
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Âûâîäû 

1. Ïðîâåäåí îáçîð èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ðàçðåæåí-

íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé áîëüøîé ðàçìåðíî-

ñòè. 

2. Íà îñíîâå ïðåèìóùåñòâ è íåäîñòàòêîâ ñóùåñòâóþùèõ îïðå-

äåëåí êðóã íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ 

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-

ëåííîé ìàòðèöåé. 

3. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ìåòîä îáîáù¸ííûõ ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê 

(GMRES) äëÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö îáëàäàåò âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé 

ýôôåêòèâíîñòüþ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ïëîõî 

îáóñëîâëåííîé ìàòðèöåé. 
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