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Аннотация. В работе проведен сравнительный анализ вейвлет-

характеристик детерминированных хаотических и случайных самопо-

добных реализаций. Показано, что спектр вейвлет-энергии и вейвлет-

энтропия отражают характерные особенности фрактальной и корре-

ляционной структуры реализаций. Предложено использовать вейвлет-

характеристики в качестве знаний в экспертной системе для различе-

ния временных рядов, обладающих 0 

фрактальными свойствами. 

Ключевые слова: энтропия подобия, вейвлет-декомпозиция, вейвлет-

энтропия, хаотическая реализация, самоподобная стохастическая реа-

лизация. 

 

Ââåäåíèå è öåëü 

Ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå â ïîñëåäíèå äåñÿ-

òèëåòèÿ, ïîêàçàëè, ÷òî ìíîãèå èíôîðìàöèîííûå, áèîëîãè÷åñêèå, ôè-

çè÷åñêèå, òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû îáëàäàþò ñëîæíîé ôðàêòàëüíîé 

ñòðóêòóðîé. Ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ñëîæíûõ ñèñòåì, ïðîÿâ-

ëÿþùèõ íåðåãóëÿðíóþ äèíàìèêó, ÿâëÿþòñÿ êàê ñëó÷àéíûå, òàê è äå-

òåðìèíèðîâàííûå õàîòè÷åñêèå ïðîöåññû. Â ïîñëåäíèå ãîäû äëÿ àíà-

ëèçà, ìîäåëèðîâàíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ïðîöåññîâ âñå 

áîëüøåå ïðèìåíåíèå íàõîäÿò ìåòîäû èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà 

äàííûõ. Â ðàáîòå [1] ïðåäëîæåíà ýêñïåðòíàÿ ñèñòåìà (ÝÑ), ïðåäíà-

çíà÷åííàÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû âðåìåííûõ ðÿ-

äîâ. Äëÿ àíàëèçà õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé ðÿäîâ â áàçó çíàíèé äî-

áàâëåí áëîê çíàíèé, îïðåäåëÿþùèé èíôîðìàöèîííóþ ñëîæíîñòü ñèñ-

òåìû. Ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîé ÝÑ áûëè ïðîâåäåíû èññëåäîâà-

íèÿ ôðàêòàëüíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ ðàçíîé ïðèðîäû, êîòîðûå ïîêàçà-

ëè âîçìîæíîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé äèíàìèêè ñèñ-

òåìû [2-4]. 
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Îäíèì èç ìîùíûõ èíñòðóìåíòîâ èññëåäîâàíèÿ è êëàññèôèêà-

öèè âðåìåííûõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ àíàëèç, áàçèðóþùèéñÿ íà âåéâëåò-

ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü äå-

êîìïîçèöèþ âðåìåííîãî ðÿäà íà ñîñòàâëÿþùèå ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòîò-

íûìè äèàïàçîíàìè. Èñïîëüçîâàíèå âåéâëåò-õàðàêòåðèñòèê â êà÷åñòâå 

çíàíèé äëÿ ÝÑ äàåò âîçìîæíîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ õàðàêòåðíûõ îñîáåí-

íîñòåé ÷àñòîòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ó ôðàêòàëüíûõ ñèãíàëîâ. 

Öåëüþ ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå ñðàâíè-

òåëüíîãî àíàëèçà âåéâëåò-õàðàêòåðèñòèê äåòåðìèíèðîâàííûõ õàîòè-

÷åñêèõ è ñëó÷àéíûõ ñàìîïîäîáíûõ ðåàëèçàöèé äëÿ âûÿâëåíèÿ õàðàê-

òåðíûõ îñîáåííîñòåé ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû. 

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ 

Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå îäíîìåðíîãî ñèãíàëà – ýòî åãî ïðåä-

ñòàâëåíèå â âèäå îáîáùåííîãî ðÿäà èëè èíòåãðàëà ïî ñèñòåìå áàçèñ-

íûõ ôóíêöèé 
1

( )ab

t b
t

aa
ψ ψ − =  

 
, ïîëó÷åííûõ èç ìàòåðèíñêîãî âåéâ-

ëåòà ( )tψ , îáëàäàþùåãî îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè çà ñ÷åò îïåðàöèé 

ñäâèãà âî âðåìåíè b  è èçìåíåíèÿ âðåìåííîãî ìàñøòàáà a . Äèñêðåò-

íîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ êðàòíîìàñøòàáíîãî 

àíàëèçà, îñíîâíàÿ èäåÿ êîòîðîãî ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè ñèãíàëà â 

âèäå ñîâîêóïíîñòè åãî ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé [5,6]. 

Êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè èññëåäóå-

ìîãî ñèãíàëà ( )X t  íà äâå ñîñòàâëÿþùèå: àïïðîêñèìèðóþùóþ è äåòà-

ëèçèðóþùóþ, ñ ïîñëåäóþùèì àíàëîãè÷íûì äðîáëåíèåì àïïðîêñèìè-

ðóþùåé äî çàäàííîãî óðîâíÿ äåêîìïîçèöèè ñèãíàëà N . Â ðåçóëüòàòå 

äåêîìïîçèöèè ñèãíàë ( )X t  ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû àïïðîêñè-

ìèðóþùåé êîìïîíåíòû approx (t)N  è äåòàëèçèðóþùèõ êîìïîíåíò 
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âåéâëåò-êîýôôèöèåíòû óðîâíÿ j , jN  – êîëè÷åñòâî äåòàëèçèðóþùèõ 

êîýôôèöèåíòîâ íà óðîâíå j , aN  – êîëè÷åñòâî àïïðîêñèìèðóþùèõ 

êîýôôèöèåíòîâ íà óðîâíå N . 

Âåëè÷èíà âåéâëåò-ýíåðãèè íà çàäàííîì óðîâíå âåéâëåò-

ðàçëîæåíèÿ j  îïðåäåëÿåòñÿ êàê 2
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jE  äëÿ êàæäîãî óðîâíÿ ðàçëîæåíèÿ ñîñòàâëÿåò ñïåêòð âåéâëåò-

ýíåðãèè ðÿäà. Ïîëíàÿ âåéâëåò-ýíåðãèÿ ñïåêòðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 

ñóììó ýíåðãèé êàæäîãî óðîâíÿ 
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñíîâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñëîæíîñòè 

äèíàìèêè ñèñòåì ìîæíî ñ÷èòàòü ðàçëè÷íûå òèïû ýíòðîïèè. Âåéâëåò-

ýíòðîïèÿ WE  ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâåííîé ìåðîé óïîðÿäî÷åííîñòè ñèã-

íàëà è îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 
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Ñóùåñòâóåò ðàçíûå òèïû ýíòðîïèè: ýíòðîïèÿ ïîäîáèÿ, ýíòðî-

ïèÿ øàáëîíîâ, ìíîãîìàñøòàáíàÿ ýíòðîïèÿ, è äð. Ýíòðîïèÿ ïîäîáèÿ 

ApEn  ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòèêîé ðåãóëÿðíîñòè âðåìåííîãî ðÿäà, ÷òî îïðå-

äåëÿåò âîçìîæíîñòü åãî ïðåäñêàçàíèÿ [7]. Ðàññìîòðèì âðåìåííîé ðÿä 

{ }, 1,...,ix i N= . Ïóñòü âåêòîð ( )mP i  – ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé 
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Âõîäíûå äàííûå 

Õàîòè÷åñêèå ðåàëèçàöèè [8]. Õàîñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæ-

íóþ ôîðìó ïîâåäåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû â óñòàíîâèâøåìñÿ 

ðåæèìå. Îñíîâíûì ñâîéñòâîì òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíàÿ 

çàâèñèìîñòü ðåæèìà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ê ñêîëü óãîäíî ìàëûì èçìå-

íåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Åñëè 0d  – ìåðà íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ 

ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, òî ñïóñòÿ ìàëîå âðåìÿ t ðàññòîÿíèå ìåæäó 

òðàåêòîðèÿìè, âûõîäÿùèìè èç ýòèõ òî÷åê, ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 

0( ) td t d eλ= , ãäå âåëè÷èíà λ ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà. Ýòî îá-

ñòîÿòåëüñòâî âåäåò ê ïîòåðå äåòåðìèíèðîâàííîé ïðåäñêàçóåìîñòè è 

õàîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ. Îäíèìè èç ñàìûõ ïðîñòûõ è íàãëÿäíûõ 

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, äåìîíñòðèðóþùèõ õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå, 

ÿâëÿþòñÿ èòåðèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ âèäà  1 ( , )n nx f C x+ = , ãäå Ñ – 

óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð.  

Äëÿ øèðîêîãî êëàññà íåëèíåéíûõ ôóíêöèé f  ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü çíà÷åíèé { }n n 0
x

∞

=
 ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêîé. Íàèáîëåå èçâåñòíûì 

ïðèìåðîì õàîòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðà-

æåíèå. Ýòî îäíîìåðíîå êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëÿåìîå ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:  

1 (1 )n n nx Ax x+ = − ,      (3) 

ãäå A  – óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð, (0,4]A ∈ , à çíà÷åíèÿ [0,1]nx ∈ .  

Ñòîõàñòè÷åñêèå ñàìîïîäîáíûå ðåàëèçàöèè [9]. Ñòîõàñòè÷åñêèé 

ïðîöåññ ( )X t  ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíûì ñ ïàðàìåòðîì ñàìîïîäîáèÿ H , 

åñëè ïðîöåññ ( )Ha X at−  îïèñûâàåòñÿ òåìè æå êîíå÷íîìåðíûìè çàêî-

íàìè ðàñïðåäåëåíèé, ÷òî è ( )X t . Îäíîé èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ è ïðî-

ñòûõ ìîäåëåé ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè, îáëàäàþùèõ ôðàêòàëüíûìè 

ñâîéñòâàìè, ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëüíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå (ÔÁÄ).  

Ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ( )X t  íàçûâàåòñÿ ôðàêòàëüíûì áðîóíîâ-

ñêèì äâèæåíèåì ñ ïàðàìåòðîì , 0 1H H< < , åñëè ïðèðàùåíèÿ ñëó-

÷àéíîãî ïðîöåññà ( ) ( ) ( )X X t X tτ τ∆ = + −  èìåþò ãàóññîâñêîå ðàñïðåäå-

ëåíèå âèäà 
2

2 2
00

1
( ) Exp

22

x

HH

z
P X x dz

σ τπσ τ −∞

 
∆ < = ⋅ − 

 
∫ ,    (4) 
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ãäå 0σ  - êîýôôèöèåíò äèôôóçèè. Ïðèðàùåíèÿ ÔÁÄ íàçûâàþòñÿ 

ôðàêòàëüíûì ãàóññîâñêèì øóìîì (ÔÃØ).  

ÔÁÄ ñ ïàðàìåòðîì 0.5H =  ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì áðîóíîâ-

ñêèì äâèæåíèåì. Ïàðàìåòð H , íàçûâàåìûé ïîêàçàòåëåì Õåðñòà, 

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòåïåíü ñàìîïîäîáèÿ ïðîöåññà. Íàðÿäó ñ ýòèì 

ñâîéñòâîì, ïîêàçàòåëü H  õàðàêòåðèçóåò ìåðó äîëãîñðî÷íîé çàâèñèìî-

ñòè ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà, ò.å. óáûâàíèå êîððåëÿöèîííîé ôóíê-

öèè ïðîöåññà  ïî ñòåïåííîìó çàêîíó.  

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ 

Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèè îòîáðàæåíèÿ (3) ïðè ðàçëè÷íûõ õàî-

òè÷åñêèõ ðåæèìàõ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà λ. 

Íà ðèñ. 1 ñëåâà ïîêàçàíû ðåàëèçàöèè ïðè çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùåãî 

ïàðàìåòðà A=3.7, 3.9, 4 (ñâåðõó âíèç). Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ 

ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ðàâíû λ =0.37, 0.5, 0.69. Áîëüøåå çíà÷åíèå ïî-

êàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåé ñòåïåíè õàîòè÷íîñòè ñèñ-

òåìû.  Â ïðàâîé ÷àñòè ðèñ.1 ïîêàçàíû ðåàëèçàöèè ÔÃØ ïðè çíà-

÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ Õåðñòà Í=0.3, 0.9, 0.5 (ñâåðõó âíèç). Â ñëó÷àå 

Í=0.5 ðåàëèçàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð íåçàâèñèìûõ íîðìàëü-

íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñëó÷àé Í=0.3 ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíîé 

êîððåëÿöèè. Ïðè Í=0.9 ðåàëèçàöèÿ îáëàäàåò ñèëüíîé äîëãîñðî÷íîé 

çàâèñèìîñòüþ. 
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Ðèñóíîê 1 – Ðåàëèçàöèè  õàîòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ  

ïðè λ =0.37, 0.5, 0.69 (ñëåâà) 

è ðåàëèçàöèè ÔÃØ ïðè Í=0.3, 0.9, 0.5 (ñïðàâà) 
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Â âåðõíåé ÷àñòè ðèñ.2 ïîêàçàíû ñïåêòðû âåéâëåò-ýíåðãèè õàî-

òè÷åñêèõ ðåàëèçàöèé. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçà-

òåëÿ Ëÿïóíîâà îñíîâíàÿ ýíåðãèÿ ïðîöåññà ñîñðåäîòî÷åíà â âûñîêî÷àñ-

òîòíûõ êîìïîíåíòàõ  (íà÷àëüíûå óðîâíè äåêîìïîçèöèè). Â ñëó÷àå 

λ =0.69 äàííàÿ ñèñòåìà äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ õàîòè÷íîñòè 

è âåéâëåò-ýíåðãèÿ ðåàëèçàöèé ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî ÷àñòîòàì äîñòàòî÷íî 

ðàâíîìåðíî.  

Ñïåêòðû âåéâëåò-ýíåðãèè ÔÃØ ïðåäñòàâëåíû â íèæíåé ÷àñòè 

ðèñ.2. Â ñëó÷àå Í=0.3 â ðåàëèçàöèÿõ ïðåîáëàäàþò âûñîêî÷àñòîòíûå 

êîëåáàíèÿ. Ïðè Í=0.9 ïðîöåññ îáëàäàåò äîëãîñðî÷íîé çàâèñèìîñòüþ 

è âåéâëåò-ýíåðãèÿ ñîñðåäîòî÷åíà íà  íèçêî÷àñòîòíûõ óðîâíÿõ. Â ñëó-

÷àå Í=0.5 âåéâëåò-ýíåðãèÿ ðåàëèçàöèé  ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëÿåòñÿ 

ïî óðîâíÿì.  
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Ðèñóíîê 2 – Ñïåêòð âåéâëåò-ýíåðãèè õàîòè÷åñêèõ ðåàëèçàöèé  

ïðè  λ =0.37, 0.5, 0.69 (ââåðõó)  

è  ðåàëèçàöèé ÔÃØ ïðè Í=0.3, 0.9, 0.5 (âíèçó) 
 

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âåéâëåò-ýíòðîïèè (1) è 

ýíòðîïèè ïîäîáèÿ (2) äëÿ õàîòè÷åñêèõ ðåàëèçàöèé è ðåàëèçàöèé 

ÔÃØ. Â êàæäîì ñëó÷àå âåëè÷èíû ýíòðîïèè óâåëè÷èâàþòñÿ ñ ðîñòîì 

õàîòè÷íîñòè èëè íåêîððåëèðîâàííîñòè ïðîöåññà. Âàæíûì àñïåêòîì 

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ âûÿâèëè íåêîððåëèðî-

âàííîñòü âåëè÷èí âåéâëåò-ýíòðîïèè W è ýíòðîïèè ïîäîáèÿ ApE. Ýòî 
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ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü èõ êàê íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû ïðè ðàñïî-

çíàâàíèè âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ ïîìîùüþ ÝÑ. 

Òàáëèöà 1 

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèé 

Ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå Ôðàêòàëüíûé ãàóññîâñêèé øóì 

À λ W ApEn Í W ApEn 

3.7 0.37 1.22 0.35 0.3 1.63 1.88 

3.9 0.5 1.46 0.49 0.9 1.56 1.67 

4 0.69 1.86 0.62 0.5 1.93 1.9 

Âûâîäû 

Â ðàáîòå ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç âåéâëåò-

õàðàêòåðèñòèê äåòåðìèíèðîâàííûõ õàîòè÷åñêèõ è ñëó÷àéíûõ ñàìî-

ïîäîáíûõ ðåàëèçàöèé. Ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð âåéâëåò-ýíåðãèè è âåéâ-

ëåò-ýíòðîïèÿ îòðàæàþò õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ôðàêòàëüíîé è êîð-

ðåëÿöèîííîé ñòðóêòóðû ðåàëèçàöèé. Èñïîëüçîâàíèå âåéâëåò-

õàðàêòåðèñòèê äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ôðàêòàëüíûõ ñèãíàëîâ ïîçâîëÿåò 

ïðèìåíÿòü èõ â êà÷åñòâå çíàíèé äëÿ ÝÑ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü áîëåå 

êîððåêòíî îñóùåñòâëÿòü èññëåäîâàíèå è ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ 

ìîäåëåé âðåìåííûõ ðÿäîâ, îáëàäàþùèõ ôðàêòàëüíûìè ñâîéñòâàìè. 
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