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Анотація. Представленні нові умови існування гомоклінічних орбіт для 

широкого класу двовимірних автономних квадратичних динамічних сис-

тем.  
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Âñòóï 

Ïðîòÿãîì áàãàòüîõ äåñÿòèë³òü õàîòè÷íà ïîâåä³íêà äèíàì³÷íèõ 

ñèñòåì çàëèøàºòüñÿ â öåíòð³ óâàãè ìàòåìàòèê³â, ô³çèê³â òà 

³íæåíåð³â. ²ñíóþòü ñîòí³ ïóáë³êàö³é, â ÿêèõ ó ð³çíèõ ôîðìàõ îáì³ð-

êîâóºòüñÿ òà äîñë³äæóºòüñÿ öå ÿâèùà [1] - [4]. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî 

îäí³ºþ ç ïðè÷èí âèíèêíåííÿ õàîñó ó òðèâèì³ðíèõ äèíàì³÷íèõ ñèñòå-

ìàõ º ³ñíóâàííÿ â öèõ ñèñòåìàõ ãîìîêë³í³÷íèõ îðá³ò.  

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³  

Î÷åâèäíî, ùî ïðèñóòí³ñòü ãîìîêë³í³÷íî¿ òðàºêòîð³¿ ó 

òðèâèì³ðí³é ñèñòåì³ ãàðàíòóº, ùî áóäå ³ñíóâàòè òà æ ñàìà îðá³òà â 

áóäü-ÿê³é ïðîåêö³¿ ö³º¿ ñèñòåìè íà áóäü-ÿêó êîîðäèíàòíó ïëîùèíó. Ó 

çâ'ÿçêó ç öèì  â ñòàòò³ ðîçãëÿäàþòüñÿ äîñòàòí³ óìîâè ³ñíóâàííÿ 

ãîìîêë³í³÷íèõ îðá³ò ó äâîâèì³ðíèõ êâàäðàòè÷íèõ ñèñòåìàõ. Â ìàé-

áóòíüîìó ö³ óìîâè áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ ïîøóêó 

ãîìîêë³í³÷íèõ îðá³ò ó òðèâèì³ðíèõ êâàäðàòè÷íèõ ñèñòåìàõ.  

Îñíîâíà ÷àñòèíà 

Ðîçãëÿíåìî äâîâèì³ðíó ñèñòåìó àâòîíîìíèõ êâàäðàòè÷íèõ 

äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
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Íàãàäàºìî, ùî îáìåæåíà òðàºêòîð³ÿ ñèñòåìè (1) íàçèâàºòüñÿ 

ãîìîêë³í³÷íîþ îðá³òîþ, ÿêùî òðàºêòîð³ÿ çá³ãàºòüñÿ äî îäí³º¿ ³ ò³º¿ æ 

òî÷êè ð³âíîâàãè ïðè ±∞→t  [3]. 

Ââåäåìî íàñòóïí³ ä³éñí³ ( )22 ×  - ìàòðèö³ 
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Çàì³íèìî çì³íí³ y,x  ó ñèñòåì³ (1) íà íîâ³ çì³íí³ 11 y,x  çà ôîð-

ìóëîþ: 
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ó ÿê³é S  - ë³í³éíå ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè ( )R,GL 2  âñ³õ ë³í³éíèõ çâî-

ðîòíèõ ïåðåòâîðåíü ïðîñòîðó 
2R  [2,5]. Â öüîìó âèïàäêó òð³éêà ìàò-

ðèöü ( )21 T,T,A  òðàíñôîðìóºòüñÿ ó òð³éêó âèãëÿäó 

( ) ( ) ( )( )SSTS,TS,ASST,T,AS ⊗⋅= −−−
2

1
1

11
21� . 

Ñë³ä ïàì'ÿòàòè, ùî ñêàëÿðíèé ìíîãî÷ëåí ( )21 T,T,Af  

íàçèâàºòüñÿ ³íâàð³àíòîì âàãè l  ó ãðóï³ ( )R,GL 2 , ÿêùî ∈∀S ( )R,GL 2  

òà ( )21 T,T,A∀  ( )( ) ( ) ( )2121 T,T,AfSdetT,T,ASf l ⋅=� , äå 0≥l   äåÿêå 

ö³ëå ÷èñëî [2,5]. 

Çà äîïîìîãîþ ìàòðèöü 21 T,T , ïîáóäóºìî äîïîì³æíó íåçàëåæíó 

â³ä åëåìåíò³â ìàòðèö³ A  ñèñòåìó ³íâàð³àíò³â  
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âàãè 2[2]; äå trP  - ñë³ä êâàäðàòíî¿ ìàòðèö³ P . 

Òåïåð ìè ìîæåìî ââåñòè îñíîâí³ ³íâàð³àíòè 

321321 527 KJID,KJIL −+=−−=  (3) 

âàãè 2[2]. 

Óìîâè ³ñíóâàííÿ ãîìîêë³í³÷íèõ îðá³ò ó ñèñòåì³ (1) 
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Ëåìà 1. Íåõàé 0=L  òà 02 ≠J . Òîä³ ³ñíóº ë³í³éíå îáåðíåíå ïå-

ðåòâîðåííÿ ysxsx 1211 +→ , ysxsy 2221 +→  ( )012212211 ≠− ssss  òàêå, 

ùî ó íîâèõ çì³ííèõ ñèñòåìà (1) ïðèéìàº íàñòóïíèé âèãëÿä:  
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
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(Ç ìåòîþ ïîäàëüøîãî ñïðîùåííÿ, ìè çàëèøèëè â ñèñòåì³ (4) 

ïîçíà÷åííÿ, ïðèéíÿò³ â ñèñòåì³ (1). Ìè ä³ÿòèìåìî òàêèì ÷èíîì ³ â 

ïîäàëüøèõ ì³ðêóâàííÿõ.) 

Äîâåäåííÿ. ßêùî 01111 == cb  (or 02222 == cb ), òîä³ Ëåìà 1 

äîâåäåíà. Òîìó, ìè ïðèïóñêàºìî, ùî â ñèñòåì³ (1) 011 ≠b  òà 022 ≠b . 

Òîä³ çà äîïîìîãîþ â³äïîâ³äíîãî ë³í³éíîãî ïåðåòâîðåííÿ R),(GLS 2∈  

[2] ñèñòåìà (1) ìîæå áóòè ïåðåòîâðåíà ó ñèñòåìó: 
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Äàë³, äëÿ ñèñòåìè (5) ìè ìàºìî: 
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òà 

( )2
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Íåõàé 0=L . ßêùî 011 =b , òîä³ äîâåäåííÿ çàâåðøåíî; ÿêùî 

011 ≠b , òîä³ ìè ìàºìî, ùî .cbcb 04 2
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2
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Ââåäåìî â ñèñòåìó (5) íîâ³ çì³íí³ çà ôîðìóëîþ 
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Òîä³ ìè îòðèìàºìî 
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Äëÿ òîãî, ùîá çíèùèòè ÷ëåí 
2x  ó ïåðøîìó ð³âíÿíí³ ñèñòåìè 

(6), íåîáõ³äíî ïîêëàñòè 2211
2 bbk −= . Äëÿ ðåàë³çàö³¿ ïîä³áíî¿ ïðîöå-

äóðè ó äðóãîìó ð³âíÿíí³ ñèñòåìè (6), óìîâà, ùî 
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ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ. Öÿ óìîâà ìàº âèãëÿä .cbcb 04 2
2211

2
1222 =+   

Òàêèì ÷èíîì ñèñòåìà (5) ìîæå áóòè ïåðåòâîðåíà ó âèãëÿä ñèñ-

òåìè (4). 

Ëåìà 2. Íåõàé 0det <A  òà 02 <J . Òîä³ ñèñòåìà (4) ìàº 3 ïî-

ëîæåííÿ ð³âíîâàãè: 
( ) ( ) ( )0000 222111 <=>==

yxyx
p,pO,p,pO,,O

. 

Äîâåäåííÿ. Ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ñèñòåìè (4) ìîæóòü áóòè âè-

çíà÷åí³ ç ñèñòåìè 
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Çâ³äñè ñë³äóº, ùî 

yca

yca
yx

1221

2222

2+
+−=

, 

òà 
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y
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y
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. Äîâåäåíí 

çàâåðøåíî.  
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Ç Ëåìè 2 âèïëèâàº, ùî òî÷êà 1O ( 2O ) ðîçòàøîâàíà ó âåðõí³é 

(íèæí³é) íàï³âïëîùèíè. 

Òåïåð âêàæåìî äåê³ëüêà îçíàê, ÿê³ ñâ³ä÷àòü ïðî ìîæëèâå ³ñíó-

âàííÿ ãîìîêë³í³÷íî¿ îðá³òè â ñèñòåì³ (4). 

Äëÿ ³ñíóâàííÿ ãîìîêë³í³÷íî¿ îðá³òè (öå ïåòëÿ ñåïàðàòðèñè) ó 

òî÷ö³ ð³âíîâàãè O  íåîáõ³äíî, ùîá öÿ òî÷êà áóëà ñ³äëîì. Öå 

äîñÿãàºòüñÿ çà äîïîìîãîþ íåð³âíîñò³ 0det <A . Êð³ì òîãî, ³ñíóâàííÿ 

ïåòë³ ñåïàðàòðèñè ó ñèñòåì³ (4) ìîæëèâî ëèøå çà óìîâè 0<D  [2]. 

Ïðèïóñòèìî, ùî ³ñíóº ºäèíèé ñò³éêèé ãðàíè÷íèé öèêë íàâêî-

ëî òî÷êè 1O  â ñèñòåì³ (4). Òîä³ öÿ òî÷êà ïîâèííà áóòè íåñò³éêèì ôî-

êóñîì Êð³ì òîãî, öÿ òî÷êà ìîæå áóòè ñò³éêèì ôîêóñîì. Òîä³ ñò³éêèé 

ãðàíè÷íèé öèêë íàâêîëî òî÷êè 1O  ³ñíóâàòè íå áóäå. Òî÷êà 1O  ðîçòà-

øîâàíà ó âåðõí³é íàï³âïëîùèíè. 

Íåõàé 012 =a . Òîä³ ç óìîâè ( ) 00 >y  ñë³äóº, ùî 0>∀t  0)( >ty  

[2]. Â öüîìó âèïàäêó ñèòåìà (4) ìîæå ì³ñòèòè ëèøå ãðàíè÷íèé öèêë 

ó âåðõí³é íàï³âïëîùèí³ ³ íå ìàòè ãîìîêë³í³÷íî¿ îðá³òè. 

Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè çì³í³ ïàðàìåòð³â â ñèñòåì³ (4) ãðàíè÷íèé 

öèêë âòðà÷àº ñò³éê³ñòü ³ òðàºêòîð³ÿ â³ää³ëÿºòüñÿ â³ä öüîãî öèêëó òà 

ïðàãíå äî òî÷êè ð³âíîâàãè 2O  (ãðàíè÷íèé öèêë íå ³ñíóº íàâêîëî òî÷-

êè 2O ). Òîä³ öÿ òî÷êà ïîâèííà áóòè ñò³éêèì âóçëîì ÷è ñò³éêèì ôîêó-

ñîì. Âîíà ðîçòàøîâóºòüñÿ ó íèæí³é íàï³âïëîùèí³. 

Ðîçãëÿíåìó ³íøó çàì³íó çì³ííèõ 
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â ñèñòåì³ (4). Ùî ñòîñóºòüñÿ ñèñòåìè (4), òî 022
3
122 ≠= bcJ , òîä³ 

012 ≠c  ³ ñèñòåìà (4) ìîæå áóòè ïåðåòâîðåíà ó ñèñòåìó âèãëÿäó 
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

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 (8) 

Êð³ì òîãî, ìîæíà ââàæàòè, ùî â ñèñòåì³ (8) 022 >b  òà 012 <c . 

(Â³äçíà÷èìî, ùî ïðè óìîâ³ 02 <J , çà äîïîìîãîþ çàì³íè xx −→ , 

ìîæíà ëåãêî ïðèéòè äî óìîâ 022 >b  òà 012 <c .) 
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Íàðåøò³, ÿêùî çàì³íèòè çì³íí³ çà ôîðìóëàìè 

( ) 221212 22 bcyy,cxx −−→−→
, òîä³ ñèñòåìà (4) ïðè 0<D  ìîæå 

áóòè ïåðåòâîðåííÿ ó ñèñòåìó âèãëÿäó 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )





<+−+=

++=

.c,tcytytxtyatxaty

tytyatxatx
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2
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ɺ
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 (9) 

Òåïåð ìè ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ íàñòóïíèì â³äîìèì ðåçóëüòà-

òîì. 

Òåîðåìà 1 [6]. Íåõàé 011 <a . Òîä³ âñ³ òðàºêòîð³¿ êâàäðàòè÷íî¿ 

ñèñòåìè (9) îáìåæåíí³ äëÿ 0≥t . 

Tîåðåìà 2. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ñèñòåìè (8) âèêîíóþòüñÿ 

íàñòóïí³ óìîâè 

0000 2111 <<<< D,Adet,a,a . 

Òîä³ ³ñíóº íàá³ð ïàðàìåòð³â c,a,a,a,a 22211211  òàêèõ, ùî ñèñ-

òåì (8) ìàº ãîìîêë³í³÷íó îðá³òó â òî÷ö³ O . 

Äîâåäåííÿ. Âèùå áóëî ïîêàçàíî, ÿê çà äîïîìîãîþ â³äïîâ³äíèõ 

ë³í³éíèõ ïåðåòâîðåíü ç ñèñòåìè (4) ìîæíà îòðèìàòè ñèñòåìó (9). 

Â³äçíà÷èìî, ùî ç ñèñòåìè (9) ³ (8) ìàºìî ,b 122 =  12 12 −=c . Äëÿ 

ñèñòåìè (8) ( ) .cbcccD 484 2
2212

2
22

2
12 −=+=  Îòæå, ç óìîâè 0<D  ñë³-

äóº, ùî 022
3
122 <= bcJ ;òîä³ 022 >b , 012 <c òà

2<c
. Òàêèì ÷èíîì, óìî-

âè 0011 << D,a ãàðàíòóþòü îáìåæåíí³ñòü óñ³õ ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè (8). 

Íåõàé ó ñèñòåì³ (8) äëÿ ñïðîùåííÿ 02112 === caa . Ïðèïóñ-

òèìî, ùî äåÿêà òðàºêòîð³ÿ S  ñèñòåìè (8), ùî ïî÷èíàºòüñÿ ç òî÷êè ïî-

áëèçó òî÷êè O  âçäîâæ áàãàòîñòàòíîñò³ )(Tu O , ÿêå º äîòè÷íèì äî 

íåñò³éêî¿ áàãàòîñòàòíîñò³ )(Mu O . Â ñèëó óìîâè 0det <A , ìàºìî, ùî 

022 >a . Òàêèì ÷èíîì, )(Tu O  çá³ãàºòüñÿ ç â³ññþ OY . 

Ç ïóíêò³â (à) - (â) ñë³äóº, ùî áóäü-ÿêà òðàºêòîð³ÿ, ÿêà 

ïî÷èíàºòüñÿ ó ïåðøîìó îðòàíò³ íå çàëèøèòü öåé îðòàíò. Äëÿ òîãî, 

ùîá äåÿêà òðàºêòîð³ÿ, ùî ïî÷èíàºòüñÿ ó ïåðøîìó îðòàíò³, çàëèøèëà 

öåé îðòàíò ÷è íàáëèçèëèëàñü äî òî÷êè O  íåîáõ³äíî, ùîá ïîáëèçó ç 
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ö³ºþ òî÷êîþ ìè ìàëè ó ïåðøîìó îðòàíò³ 0)(,0)( << tytx ɺɺ . Îòæå, óìî-

âè 00 1211 << a,a  ïîâèíí³ áóòè âèêîíàí³. 

Íàðåøò³, ïóíêò (ã) ïîêàçóº, ùî óìîâà 021 <a  äîçâîëÿº ðåãóëþ-

âàòè âåëè÷èíó íàõèëó äîòè÷íî¿ áàãàòîñòàòíîñò³ )(Ts O  ñò³éêî¿ 

áàãàòîñòàòíîñò³ )(Ms O  òî÷êè O  äî â³ñ³ OX , òàê ùî 0)(MS s ≠∩ O . Öå 

îçíà÷àº ³íóâàííÿ ãîìîêë³í³÷íî¿ îðá³òè ó òî÷ö³ O . 

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (9) ïðè 3200 221112 =−=== a,a,a,c  

 

Ðèñóíîê 1 - Åâîëþö³ÿ òðàºêòîð³¿ ñèñòåìè (9) çàëåæíî â³ä çì³íè ïàðàìåòðó 21a
 

Âèñíîâêè 

Â ñòàòò³ áóëè ïðåäñòàâëåí³ äîñòàòí³ óìîâè ³ñíóâàííÿ ãîìîêë³í³÷-
íèõ îðá³ò äëÿ øèðîêîãî êëàñó äâîâèì³ðíèõ àâòîíîìíèõ êâàäðàòè÷íèõ 
äèíàì³÷íèõ ñèñòåì. Â ìàéáóòíüîìó ö³ óìîâè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòà-
í³ äëÿ ïîøóêó ãîìîêë³í³÷íèõ îðá³ò ó òðèâèì³ðíèõ êâàäðàòè÷íèõ ñèñ-
òåìàõ. 
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