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Аннтация. Рассматриваются основные положения и возможности обра-

ботки временной информации с помощью рекуррентного анализа. Ука-

зываются направления его развития и использования для реальных про-

цессов. 
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Ââåäåíèå 

Ìîäåëèðîâàíèå ïî âðåìåííûì ðÿäàì, ïîëó÷åííûì â ïðîöåññå 

ýêñïåðèìåíòà (ïî äèñêðåòíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì äàííûõ), ÿâëÿåò-

ñÿ îäíèì èç àêòèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ ñîâðåìåííûõ íàïðàâëåíèé ìà-

òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðè èçó÷åíèè ñëîæíûõ ïðèðîäíûõ 

ÿâëåíèé, âðåìåííîé ðÿä çà÷àñòóþ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííóþ 

èìåþùóþñÿ ó èññëåäîâàòåëÿ èíôîðìàöèþ. Ïîýòîìó íàèáîëåå ïîëíîå 

ðàñêðûòèå ñâîéñòâ èññëåäóåìîãî ïðîöåññà, ñîäåðæàùèõñÿ â äàííûõ 

íàáëþäåíèé — îäíî èç óñëîâèé óñïåøíîãî ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè. Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, èññëåäîâàíèå âðåìåííûõ ðÿäîâ èãðàåò âàæíóþ ðîëü è 

ïðè ðàáîòå ñ óæå ïîñòðîåííûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè. Êàê 

ïðàâèëî, ýòî çàäà÷è ñâÿçàííûå ñ ïîäáîðîì êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé, 

âåðèôèêàöèè óðàâíåíèé, èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ñàìîé ìîäåëè. Ýòî îñîáåí-

íî àêòóàëüíî ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ õàîòè÷å-

ñêèì ïîâåäåíèåì, à òî÷íåå íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.  

Ïðàâèëüíîå ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çàâèñèò îò òî-

ãî, íàñêîëüêî ïîëíî áûë âûïîëíåí àíàëèç èñõîäíûõ äàííûõ, âûÿâ-

ëåíû è îöåíåíû ñâîéñòâà èçó÷àåìîãî îáúåêòà (ïðîöåññà). Êîððåêò-

íîñòü ïîñòðîåííîé ìîäåëè çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî ïîëíî áûëà 

ïðîàíàëèçèðîâàíà è ñàìà ìîäåëü. Â ñëó÷àå âûÿâëåíèÿ íåäîñòàòî÷íîé 

àäåêâàòíîñòè ìîäåëè ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ çàíîâî ñ îäíîãî èç ýòàïîâ, 

÷òî òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ âðåìåííûõ, ìàòåðèàëüíûõ è äðóãèõ çà-

òðàò. Îáùåïðèíÿòî, ÷òî ïðè äèíàìè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè îñíîâíûì 

êðèòåðèåì îöåíêè ïðàâèëüíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ 
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àäåêâàòíîñòü ïðîãíîçà ïîâåäåíèÿ èñõîäíîé ðåàëüíîé ñèñòåìû. Â íà-

ñòîÿùèé ìîìåíò ñðåäñòâà àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ ÿâëÿþòñÿ îäíèì 

èç âàæíåéøèõ èíñòðóìåíòîâ èññëåäîâàòåëÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè.  

Íà÷èíàÿ ñ 1981ã. íàáîð òðàäèöèîííûõ (ëèíåéíûõ) ìåòîäîâ èñ-

ñëåäîâàíèÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ áûë ñóùåñòâåííî ðàñøèðåí íåëèíåéíû-

ìè ìåòîäàìè, ïîëó÷åííûìè èç òåîðèè íåëèíåéíîé äèíàìèêè è õàîñà; 

ìíîãèå èññëåäîâàíèÿ áûëè ïîñâÿùåíû îöåíêå íåëèíåéíûõ õàðàêòå-

ðèñòèê è ñâîéñòâ åñòåñòâåííûõ è èñêóññòâåííûõ ñèñòåì. Áîëüøèíñòâî 

ìåòîäîâ íåëèíåéíîãî àíàëèçà òðåáóþò ëèáî äîñòàòî÷íî äëèííûõ, ëèáî 

ñòàöèîíàðíûõ ðÿäîâ äàííûõ. Îäíàêî èõ äàëåêî íå âñåãäà ìîæíî ïî-

ëó÷èòü ïðè ïðàêòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ðåàëüíûõ ñèñòåì. Áîëåå òîãî, 

Ìàíóêà (Manuca) è Ñàâèò (Savit) ïîêàçàëè, ÷òî äàííûå ìåòîäû äàþò 

óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû äàæå äëÿ èäåàëèçèðîâàííûõ ìîäåëåé 

ðåàëüíûõ ñèñòåì. 

Èçâåñòíû ñëåäóþùèå ýòàïû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, 

êîòîðûå â öåëîì ñâîäÿòñÿ ê òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé: 1. 

Ïîëó÷åíèå è àíàëèç íàáëþäàåìûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ (èñõîäíûå äàí-

íûå) äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è; 2. Îïèñàíèå àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè; 3. 

Âûáîð ñòðóêòóðû ìîäåëè: òèï óðàâíåíèé, âèä ôóíêöèé, óñòàíîâëåíèå 

ñâÿçè ïåðåìåííûõ ñ íàáëþäàåìûìè âåëè÷èíàìè; 4. Íàñòðîéêà ìîäå-

ëè: ðàñ÷åò (ïîäáîð) ïàðàìåòðîâ; 5. Âåðèôèêàöèÿ ìîäåëè (ïðîâåðêà åå 

àäåêâàòíîñòè);  6. Ïðèìåíåíèå äëÿ àíàëèçà êîíêðåòíîãî ðåàëüíîãî 

ïðîöåññà. 

Ìîäåëèðîâàíèå íà îñíîâå âðåìåííîãî ðÿäà 

Ïóñòü ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ ðåàëüíîãî ïðîöåññà ïðåäñòàâëåíû 

â âèäå âðåìåííîãî ðÿäà èëè ðÿäîâ { } { }1 21
, , ,

n

i nu u u u≡� � � �
… ,  ãäå 

( ), ,i i iu u t t i t= = ∆� �
n  - êîëè÷åñòâî äàííûõ íàáëþäåíèÿ, t∆  - èíòåðâàë âðå-

ìåíè ìåæäó èçìåðåíèÿìè. ×àùå âñåãî èìååì îäíîìåðíûé ðÿä, òàê 

êàê çà÷àñòóþ íåò èíôîðìàöèè îáî âñåõ ïåðåìåííûõ, èëè íåò âîçìîæ-

íîñòè èõ èçìåðèòü. Äàëåå, âûïîëíÿåòñÿ àíàëèç è îñóùåñòâëÿåòñÿ 

ñëîâåñíîå îïèñàíèå ìîäåëè ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîé èíôîðìàöèè èç âðå-

ìåííîãî ðÿäà, à òàêæå äðóãîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè, èçâåñòíîé íàì 

ðàíåå. Ñîçäàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü - ýòî ìîæåò áûòü äåòåðìèíè-

ðîâàííàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ìîäåëü â âèäå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âèäà 

1 ( , )nx F x c+ =
�� � �

, îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà 

( , )x F x c=
� � � �
ɺ , çäåñü ,x n

�
-ìåðíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, F

�
- âåêòîð-ôóíêöèÿ, 
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,c n−�
ìåðíûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ, n - äèñêðåòíîå âðåìÿ äëÿ ïåðâîé 

ìîäåëè, à âî âòîðîé – íåïðåðûâíîå âðåìÿ. Íà ýòîì ýòàïå îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ âûáîð òèïà è ÷èñëà óðàâíåíèé, îïðåäåëÿåòñÿ âèä âõîäÿùèõ â 

óðàâíåíèå ôóíêöèé ( )F
�
 è ÷èñëî ïåðåìåííûõ (êîìïîíåíò âåêòîðà x

�
). 

Îòìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ ìîãóò áûòü âûáðàíû è íàáëþ-

äàåìûå âåëè÷èíû x u≡� �
, íî â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò èìåòü ìåñòî ñâÿçü 

ìåæäó íèìè ( )u h x=� �
, ãäå ( )h x  íåêîòîðàÿ èçìåðèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Äà-

ëåå, òðåáóåòñÿ îñóùåñòâèòü âûáîð çíà÷åíèé ïàðàìåòðà c, äëÿ íà-

ñòðîéêè ìîäåëè. È íàêîíåö, îñóùåñòâèòü âåðèôèêàöèþ ïîñòðîåííîé 

ìîäåëè, ò.å. ïðîâåðêà åå àäåêâàòíîñòè ðåàëüíîìó ïðîöåññó. Åñëè îíà 

íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó òðåáîâàíèþ - åå äîðàáàòûâàþò ñ ó÷åòîì ïîëó-

÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ. 

Òàêèì îáðàçîì, âèäíî, ÷òî ñðåäñòâà àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ 

çàíèìàþò âàæíîå ìåñòî íà ýòàïàõ ýìïèðè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ìàòåìà-

òè÷åñêîé ìîäåëè è èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â ïîëó÷åíèè êà÷åñòâåííûõ 

ðåçóëüòàòîâ. Ðàçâèòèå òåîðèè íåëèíåéíîé äèíàìèêè è õàîñà âíåñëî 

ïîíèìàíèå ïðåèìóùåñòâà íåëèíåéíîé ñóùíîñòè ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé, 

è ìîäåëèðîâàíèå â ïîñëåäíèå ãîäû îñóùåñòâëÿåòñÿ â îñíîâíîì ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì íåëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè. Èñïîëüçóåìûå íûíå ìåòîäû íåëèíåéíîãî 

àíàëèçà îêàçàëèñü ìàëîïðèãîäíûìè äëÿ èññëåäîâàíèé èñõîäíûõ âðå-

ìåííûõ ðÿäîâ. Ïî ïîëó÷åííîìó â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé âðåìåííîìó 

ðÿäó { }1

n

iu
�

 ìîæíî ñóäèòü î ñâîéñòâàõ è ïîâåäåíèè ñèñòåìû óæå ïðîñòî 

ïîñòðîèâ ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå òðàåêòîðèè â ñîîòâåòñòâóþùåì 

ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (ïåðèîäè÷åñêèå èëè õàîòè÷åñêèå ñèñòåìû èìå-

þò ïîðòðåòû õàðàêòåðíîãî âèäà). Îäíàêî, ïðè ðàçìåðíîñòÿõ 3 è áî-

ëåå, òàêîé àíàëèç âåñüìà çàòðóäíåí, òàê êàê ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìûì 

äåëàòü ïðîåêöèè â äâóõ è òðåõìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Ñâÿçü ðåçóëü-

òàòîâ íàáëþäåíèé ñ ïåðåìåííûìè ñîñòîÿíèÿ è ìîäåëüíûìè óðàâíå-

íèÿìè â îáùåì ñëó÷àå îñëîæíåíà åùå è øóìàìè. Íàïðèìåð, äëÿ îä-

íîìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ 1 ( , )n n nx F x cξ+ = +  è n n nu x ζ= + , ãäå nξ — äèíàìè-

÷åñêèé øóì (ò.å. âëèÿþùèé íà äèíàìèêó ñèñòåìû), à nζ —

èçìåðèòåëüíûé øóì (ò.å. âëèÿþùèé íà ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé), òî÷-

íîå ðåøåíèå çàäà÷è î íàõîæäåíèè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ c
�
 âîçìîæíî 
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ëèøü â èäåàëüíîì ñëó÷àå 0n nξ ζ= = , ÷òî â ðåàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ 

ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåðåàëèçóåìûì ñöåíàðèåì.  

Ëèøåííûì óêàçàííûõ íåäîñòàòêîâ è îäíèì èç íàèáîëåå èíòå-

ðåñíûõ ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûå äèàãðàììû, 

ïîëó÷èâøèå â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå øèðîêîå òåîðåòè÷åñêîå ðàçâèòèå 

è ïðàêòè÷åñêîå ïðèçíàíèå. Ìåòîä îñíîâàí íà ôóíäàìåíòàëüíîì ñâîé-

ñòâå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îòìå÷åííîì åùå â êîíöå 19-ãî âåêà âû-

äàþùèìñÿ ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Àíðè Ïóàíêàðå, è ñôîðìóëè-

ðîâàííîì â âèäå òåîðåìû ðåêóððåíòíîñòè: «Åñëè ñèñòåìà ñâîäèò ñâîþ 

äèíàìèêó ê îãðàíè÷åííîìó ïîäìíîæåñòâó ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, òî 

ñèñòåìà ïî÷òè íàâåðíÿêà, ò.å. ñ âåðîÿòíîñòüþ, ïðàêòè÷åñêè ðàâíîé 

åäèíèöå, ñêîëü óãîäíî áëèçêî âîçâðàùàåòñÿ ê êàêîìó-ëèáî èçíà÷àëü-

íî çàäàííîìó ðåæèìó». 

Ðåêóððåíòíîå ïîâåäåíèå - ïåðèîäè÷íîñòü èëè èððåãóëÿðíàÿ 

öèêëè÷íîñòü, ñâîéñòâåííî íå òîëüêî ïðèðîäíûì ñèñòåìàì, íî è 

ñëîæíûì ñèñòåìàì, ñîçäàííûì ÷åëîâåêîì. Ðåêóððåíòíîñòü (ïîâòî-

ðÿåìîñòü) ñîñòîÿíèé â ñìûñëå ïðîõîæäåíèÿ ïîçäíåãî ó÷àñòêà òðàåê-

òîðèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ïðåäûäóùåìó, ÿâ-

ëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì äèññèïàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ 

ñèñòåì. 

Èäåÿ ðåêîíñòðóêöèè àòòðàêòîðà îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó Òàêåíñà 

(Takens, 1971), ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî âîññòàíîâèòü ôàçîâîå ïðî-

ñòðàíñòâî àòòðàêòîðà ñèñòåìû è ñîñòàâèòü  ïðåäñòàâëåíèå î äèíàìèêå 

âñåé ñèñòåìû ïî èçìåíåíèþ îäíîé ïåðåìåííîé. 

Ïóñòü çàäàíà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (ÄÑ) ( )t xϕ  ñ ôàçîâûì ïðî-

ñòðàíñòâîì M. M – êîìïàêòíîå d-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå (dim M = d). 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà, îáðàçóþùèå âðåìåííîé ðÿä, ÿâëÿþòñÿ çíà-

÷åíèÿìè  íåêîòîðîé  íàáëþäàåìîé – ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ 

ÄÑ x(t): xi=h(x(ti)) è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìå-

ðåííûõ ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé õ(t). Òîãäà, ìîæíî îòîáðà-

çèòü äàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â m-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî òàê, ÷òîáû 

êàæäîå çíà÷åíèå äàííîãî âðåìåííîãî ðÿäà x(ti) îòîáðàæàëîñü â òî÷êó 

ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè {x(ti),x(ti+τ),...,x(ti+(m-1)τ)}. 

Äàííîå m-ìåðíîå ïðîñò-ðàíñòâî íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì âëîæåíèÿ, à 

ìíîæåñòâî òî÷åê, ìîäåëèðóþùåå èñõîäíûé àòòðàêòîð, – âîññòàíîâ-

ëåííûì àòòðàêòîðîì. 
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Ïóñòü âðåìåííîé øàã ìåæäó ýëåìåíòàìè âðåìåííîãî ðÿäà ðà-

âåí τ, à âåêòîðà x(ti) áóäåì îáîçíà÷àòü xi. Òîãäà 
2 ( 1)

1 2 1( ), ( ), , ( ).m
i i i i i m ix x x x x xτ τ τϕ ϕ ϕ −
+ + + −= = =…  

Ïîñòðîèì âåêòîðà { }1 1, , ,i i i i mz x x x+ + −= … , ãäå   

1 1

2
2 2

( 1)
1 1

( ),

( ) ( ( )),

( ) ( ( )),

( ) ( ( )).

i i

i i i

i i i

m
i m i m i

x h x

x h x h x

x h x h x

x h x h x

τ

τ

τ

ϕ
ϕ

ϕ

+ +

+ +

−
+ − + −

=

= =

= =

= =

…

 

Âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà iz  ñâÿçàíû ñ îäíèì è òåì æå ñîñòîÿ-

íèåì ÄÑ ix  Òîãäà, ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ V , êîòîðàÿ îòî-

áðàæàåò âåêòîðà ix  â òî÷êè m-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà 

, ( ), , .m m
i i i iR z V x x M z R= ∈ ∈  

Òåîðåìà Òàêåíñà óòâåðæäàåò, ÷òî òèïè÷íûì ñâîéñòâîì îòîáðà-

æåíèÿ V  áóäåò òî, ÷òî ïðè 2 1m d≥ +  îíî áóäåò äàâàòü âëîæåíèå M â 
mR  

Îáðàç M  â mR  îáîçíà÷èì : ( ).S S V M=  

Ñîãëàñíî òåîðåìå, â òèïè÷íîì ñëó÷àå ó íåãî íå äîëæíî áûòü 

ñàìîïåðåñå÷åíèé. Ôóíêöèÿ V  èìååò îáðàòíóþ 1V − , îïðåäåëåííóþ íà 

S. Êàæäîé òðàåêòîðèè ÄÑ ñîîòâåòñòâóåò åå îáðàç â z  ïðîñòðàíñòâå. 

Ïðè÷åì îáðàçû èìåþò òå æå ñâîéñòâà, ÷òî è èñõîäíûå òðàåêòîðèè. Íà 

S ìîæíî  îïðåäåëèòü äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. 
1

1

1
1 1

( ), ( ),

( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( ).
i i i i

i i i i i

x V z x x

z V x V x V V z P z

τ

τ τ

ϕ
ϕ ϕ

−
+

−
+ +

= =

= = = ≡
 

P  äåéñòâóåò èç S â S è íå îïðåäåëåíî âíå S. 

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äâà îòîáðàæåíèÿ:   

1

1

( ) ( ), : ,

( ), : .
i i i

i i

x x x M M

z P z P S S

τϕ+

+

= ≡ Φ Φ →
= →

 

Èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèÿ, ñâÿçàííûå íåâû-

ðîæäåííîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ ( )z V x= . Õàðàêòåðèñòèêè, èíâàðè-

àíòíûå îòíîñèòåëüíî òàêîé çàìåíû, ó ñèñòåì äîëæíû ñîâïàäàòü. Ê 

íèì, â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòñÿ êîððåëÿöèîííàÿ ðàçìåðíîñòü, êîòîðóþ 

ìîæíî îïðåäåëèòü  ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, íå çíàÿ âñåõ ïå-

ðåìåííûõ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñâîéñòâà S è ( )P z  çàâèñÿò îò äè-
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íàìè÷åñêîé ñèñòåìû ϕ , íàáëþäàåìîé ôóíêöèè h, çàäåðæêè τ  è ðàç-

ìåðíîñòè âëîæåíèÿ m. 

Ìåòîä Ãðîññáåðãåðà – Ïðîêà÷÷èà (Grassberger, Procaccia, 1983) 

çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè àòòðàêòîðà, «ïîõîæåãî» íà èñõîäíûé, 

ïîñëåäîâàòåëüíûì ñäâèãîì íà âåëè÷èíó τ . Äëÿ îöåíêè ðàçìåðíîñòè 
âëîæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àþò íîâûå ðàçìåðíîñòè è èçìåðÿþò 

íåêîòîðóþ õàðàêòåðèñòèêó ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãîìåðíîãî ðÿäà. Ïîñëå 

íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ýòà âåëè÷èíà ïåðåñòàåò óâåëè÷èâàòüñÿ, ÷òî ãîâî-

ðèò î äîñòèæåíèè ðàçìåðíîñòè âëîæåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðîâåðêè äîñ-

òèæåíèÿ òðåáóåìîé ðàçìåðíîñòè â íàøåì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ êîððå-

ëÿöèîííûé èíòåãðàë ( ).C ε  

Êîððåëÿöèîííûé èíòåãðàë (êîððåëÿöèîííûé ïîêàçàòåëü)–ýòî 

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âðåìåííîé ðÿä ñîäåðæèò ïàðó òî÷åê, ðàññòîÿíèå 

ìåæäó êîòîðûìè íå ïðåâûøàåò ε . Âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííîãî èí-

òåãðàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå: 
2

, 1,

1
( ) ( ),i j

i j i j

C x x
N

ε θ ε
= ≠

= − −∑ ãäå 

0, 0
( )

1, 0

x
x

x
θ

<
=  ≥

–ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà:N– ÷èñëî íàáëþäåíèé,  ε  – ðàñ-

ñòîÿíèå, ,i jx x – ýëåìåíòû âûáîðêè. Êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòüþ íà-

çûâàåòñÿ âåëè÷èíà 
0

log ( )
lim .c

C
D

ε

ε
ε→

=  Îöåíèòü cD  ìîæíî ïóòåì ëèíåéíîé 

àïïðîêñèìàöèè. Ïðè ìàëûõ ε , 
0

( )
lim cDC
ε

ε ε
ε→

≈ , îòñþäà, 

log ( ) log ,cC D constε ε= + log ( )
.

logc

C const
D

ε
ε
−=  

Êîððåëÿöèîííûé èíòåãðàë ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü è äëÿ òî÷åê â 

èñõîäíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ix , è äëÿ ðåêîíñòðóèðîâàííûõ âåêòî-

ðîâ iz  Âî âòîðîì ñëó÷àå êîððåëÿöèîííàÿ ðàçìåðíîñòü ñòàíîâèòñÿ 

ôóíêöèåé íå òîëüêî îò ε , íî è îò ïàðàìåòðîâ ðåêîíñòðóêöèè m èτ . 
Çàâèñèìîñòü îò äâóõ ïîñëåäíèõ ïàðàìåòðîâ ïîçâîëÿåò äèàãíî-

ñòèðîâàòü õàîòè÷íîñòü, óðîâåíü øóìà, âðåìÿ ïðåäñêàçóåìîñòè.   

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ èäåé ðåêîíñò-

ðóêöèè ÷àñòî ñòàëêèâàåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñ ïðîáëåìîé îãðàíè÷åí-

íîñòè âðåìåííîãî ðÿäà, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ïðîáëåìîé ñòàöèîíàðíî-

ñòè èññëåäóåìîãî îáúåêòà.  
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Íàïðèìåð, ÝÝÃ êîòîðóþ ñíèìàþò äëèòåëüíîå âðåìÿ, íå ÿâëÿåò-

ñÿ ñòàöèîíàðíûì ïðîöåññîì. Òðåáîâàíèå ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà 

ìîæíî ñ÷èòàòü ïðàêòè÷åñêè ñîáëþäåííûì â ïðåäåëàõ ó÷àñòêà ÝÝÃ 

ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ äî 1ñ. 

Â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ, ïðåäëîæåííûå â 1987-ì ãîäó 

Ýêìàíîì (Eckmann), Êàìïõîðñòîì (Kamphorst) è Ðþýëåì (Ruelle) ðå-

êóððåíòíûå äèàãðàììû, îñíîâàíû íà ýòîì ôóíäàìåíòàëüíîì ñâîéñò-

âå, è ïîçâîëÿþò îòîáðàçèòü ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ ëþáîé ðàçìåðíîñòè 

íà äâóìåðíóþ äâîè÷íóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, ðàçìåð êîòîðîé îïðå-

äåëÿåòñÿ äëèíîé âðåìåííîãî ðÿäà, ÷åðåç ñâîéñòâî ðåêóððåíòíîñòè. 

Ïîìèìî âèçóàëüíûõ âîçìîæíîñòåé, ñóùåñòâóåò ìåòîä êîëè÷åñòâåííî-

ãî àíàëèçà ñòðóêòóð, ôîðìèðóåìûõ íà èçîáðàæåíèè ðåêóððåíòíîé 

äèàãðàììû. Ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ðåêóððåíòíàÿ 

äèàãðàììà ñîäåðæèò âñþ íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèþ î äèíàìèêå ñèñ-

òåìû. Ðàáîòû ó÷åíûõ, êàê Äæî Çáèëóò (Joe Zbilut), Íîðáåðò Ìàðâàí 

(Norbert Marwan), Ìàðêî Òèëü (Marco Thiel), Êàðìåí Ðîìàíî (Carmen 

Romano) è äðóãèõ, ñóùåñòâåííî îáîãàòèëè âîçìîæíîñòè äàííîãî ìå-

òîäà çà ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå. Íà÷èíàÿ ñ 2005-ãî ãîäà, ðåãóëÿðíî 

ïðîâîäÿòñÿ  ìåæäóíàðîäíûå êîíôåðåíöèè ïî ðåêóððåíòíîìó àíàëèçó. 

Íåñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íî âûñîêèé èíòåðåñ ê ýòîìó ìåòîäó ñî ñòîðîíû 

çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ (êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé ïî åãî ïðèìåíåíèþ â 

íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè ñîñòàâëÿåò ñîòíè ðàáîò), åãî ïðèìåíåíèå äî-

âîëüíî ðåäêî âñòðå÷àåòñÿ â îòå÷åñòâåííîé íàó÷íîé è òåõíè÷åñêîé 

ïðàêòèêå. Îòñóòñòâóåò èíñòðóìåíòàðèé, êîòîðûé îáúåäèíÿë áû â ñåáå 

âñå ïîñëåäíèå äîñòèæåíèÿ â îáëàñòè ðåêóððåíòíîãî àíàëèçà è ïðè 

ýòîì áûë áû îðèåíòèðîâàí íà ñîçäàíèå íà åãî îñíîâå êîìïëåêñîâ ïðî-

ãðàìì. Çà÷àñòóþ èññëåäîâàòåëü âûíóæäåí äåëàòü ïðîèçâîëüíûé âû-

áîð óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà ââèäó îòñóò-

ñòâèÿ îñíîâàíèé è êðèòåðèåâ äëÿ èõ âûáîðà. Â ðÿäå ñëó÷àåâ èññëåäî-

âàòåëè äîïóñêàþò ïðèâëå÷åíèå ñòîðîííèõ, íå îñíîâàííûõ íà òåîðèè î 

ðåêóððåíòíîñòè, ìåòîäîâ ñ öåëüþ ïîïûòîê «ðåêîíñòðóêöèè» ÷àñòåé 

äèàãðàìì, ÷òî âíîñèò â àíàëèç èíôîðìàöèþ, íå ïîëó÷åííóþ íåïî-

ñðåäñòâåííî èç èññëåäóåìûõ äàííûõ. Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî 

ñàì ïî ñåáå ðåêóððåíòíûé àíàëèç ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîãàòîå ïîëå äëÿ 

èññëåäîâàíèé, êàê ñàìîãî ìåòîäà, òàê è àñïåêòîâ åãî ïðèìåíåíèÿ. 

Ðåêóððåíòíûå äèàãðàììû — íåòðåáîâàòåëüíûé ê êà÷åñòâó 

âõîäíûõ äàííûõ êîìïëåêñíûé ìåòîä àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ, ñî-
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âìåùàþùèé â ñåáå âèçóàëüíûå âîçìîæíîñòè (äèàãðàììû) è ìîùíûé 

÷èñëåííûé àïïàðàò (ìåðû). Òåì íå ìåíåå, ìåòîä ñàì ïî ñåáå ïðåäñòàâ-

ëÿåò ïîëå äëÿ èññëåäîâàíèé, â òîì ÷èñëå èçó÷åíèÿ âîçìîæíîñòåé è 

îñîáåííîñòåé ïðèìåíåíèÿ â ïðàêòèêå ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-

äåëåé. Îòñóòñòâóåò äîñòàòî÷íî ãèáêèé èíñòðóìåíòàðèé äëÿ èñïîëüçî-

âàíèÿ ïðè ïîñòðîåíèè ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûõ ïðîãðàìì (â ÷àñò-

íîñòè, îðèåíòèðîâàííûõ íà ðåãóëÿðíîå ïðèêëàäíîå èñïîëüçîâàíèå). 

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðàáîòêà è èññëåäîâàíèå ìåòîäîâ è àëãîðèò-

ìîâ ïðèìåíåíèÿ ðåêóððåíòíûõ äèàãðàìì íà ýòàïàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî 

ìîäåëèðîâàíèÿ, à òàêæå ðàçðàáîòêà ãèáêîãî èíñòðóìåíòàðèÿ, ðåàëè-

çóþùåãî âîçìîæíîñòè ìåòîäà, ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè ïðîáëåìàìè. 
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