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Анотація. В статті розглядається питання про оцінювання критичних 

значень критерію типу Колмогорова-Смирнова методом Монте-Карло 

для випадку коли параметри моделі розподілу визначають шляхом міні-

мізації розрахункового значення цього критерію. 

Ключові слова: ідентифікація, функція розподілу, критерій Колмогорова-

Смирнова, метод Монте-Карло. 

 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Íà ïðàêòèö³ ÷àñòî âèíèêàº íåîáõ³äí³ñòü 

³äåíòèô³êàö³¿ ìîäåëåé ðîçïîä³ëó. Ïðè öüîìó íà÷àñò³øå ñòàâëÿòü çà-

âäàííÿ ï³ä³áðàòè ìîäåëü ³ç çàäàíîãî êëàñó, ÿêà á íàéêðàùå îïèñóâàëà 

íàÿâí³ åìï³ðè÷í³ äàí³. Öÿ ïðîöåäóðà ñêëàäàºòüñÿ ç òðüîõ åòàï³â [1,2]: 

1) ôîðìóâàííÿ ã³ïîòåçè ïðî çàêîí (ìîäåëü) ðîçïîä³ëó, ùî ïåðå-

â³ðÿºòüñÿ; 

2) îö³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â îáðàíî¿ ìîäåë³; 

3) ïåðåâ³ðêà àäåêâàòíîñò³ ìîäåë³ çà äîïîìîãîþ ïåâíèõ ñòàòèñ-

òè÷íèõ êðèòåð³¿â. 

Íà îñòàííüîìó åòàï³ íàé÷àñò³øå âèêîðèñòîâóþòü êðèòåð³¿ òèïó 

Êîëìîãîðîâà-Ñìèðíîâà, îìåãà-êâàäðàò, õ³-êâàäðàò òà ³í. 

Ó [2] áóëî ïîêàçàíî, ùî ìîäåëü ðîçïîä³ëó ìîæíà ³äåíòèô³êóâà-

òè øëÿõîì ì³í³ì³çàö³¿ ðîçðàõóíêîâîãî çíà÷åííÿ ñòàòèñòè÷íîãî êðè-

òåð³þ çãîäè. Àëå ³ñíóº ïðîáëåìà âèáîðó êðèòè÷íèõ çíà÷åíü äëÿ ïðè-

éíÿòòÿ ÷è â³äõèëåííÿ ã³ïîòåçè ïðî àäåêâàòí³ñòü ìîäåë³ íàÿâíèì äà-

íèì. 

Àíàë³ç îñòàíí³õ äîñë³äæåíü ³ ïóáë³êàö³é. Õ. Ë³ëë³ºôîðñîì [3] 

áóëî îö³íåíî êðèòè÷í³ çíà÷åííÿ êðèòåð³þ òèïó Êîëìîãîðîâà-

Ñìèðíîâà äëÿ âèïàäêó, êîëè ïàðàìåòðè ìîäåë³ íîðìàëüíîãî ðîçïîä³-

ëó îö³íþþòü ÿê ñåðåäíº àðèôìåòè÷íå òà ñòàíäàðòíå  â³äõèëåííÿ äî-

ñë³äæóâàíî¿ âèá³ðêè. Â éîãî ðîáîò³ áóëî äîñë³äæåíî ïî 1000 àáî 

á³ëüøå âèá³ðîê îáñÿãîì â³ä 4 äî 30 åëåìåíò³â. Ï³çí³øå ö³ ðåçóëüòàòè 
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áóëè óòî÷íåí³ Ï. Ìîë³íîì òà Ã. Àáä³ [4] çà äîïîìîãîþ ñó÷àñíèõ êîì-

ï'þòåðíèõ òåõíîëîã³é, ùî äàëî çìîãó çá³ëüøèòè ê³ëüê³ñòü äîñë³äæå-

íèõ âèá³ðîê äî 100000, à ¿õ ìàêñèìàëüíèé îáñÿã – äî 50 åëåìåíò³â. Â 

îáîõ âèïàäêàõ âèêîðèñòîâóâàâñÿ ìåòîä ñòàòèñòè÷íèõ âèïðîáóâàíü 

Ìîíòå-Êàðëî.  

Â [5] íàìè áóëî äîâåäåíî íàÿâí³ñòü êîðåëÿö³¿ òà âèçíà÷åíî ð³â-

íÿííÿ çâ’ÿçêó, ùî äàº çìîãó âñòàíîâèòè ïðèáëèçíó â³äïîâ³äí³ñòü ì³æ 

êðèòè÷íèìè çíà÷åííÿìè äëÿ âèïàäêó, êîëè ³äåíòèô³êàö³þ ïàðàìåò-

ð³â ðîçïîä³ëó çä³éñíþþòü øëÿõîì ì³í³ì³çàö³¿ ðîçðàõóíêîâîãî çíà÷åí-

íÿ êðèòåð³þ òèïó Êîëìîãîðîâà – Ñìèðíîâà òà â³äïîâ³äíèìè çíà÷åí-

íÿìè êðèòåð³þ Ë³ëë³ºôîðñà. Â ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ ³íøèé ï³äõ³ä 

äî âèçíà÷åííÿ êðèòè÷íèõ çíà÷åíü êðèòåð³þ òèïó Êîëìîãîðîâà-

Ñìèðíîâà. 

Ïîñòàíîâêà çàâäàííÿ. Ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî âèçíà÷èòè êðèòè-

÷í³ çíà÷åííÿ êðèòåð³þ òèïó Êîëìîãîðîâà-Ñìèðíîâà äëÿ íîðìàëüíîãî, 

ãàììà, åêñïîíåíö³àëüíîãî ðîçïîä³ë³â, à òàêîæ ðîçïîä³ëó Âåéáóëëà. 

Âèêëàä îñíîâíîãî ìàòåð³àëó äîñë³äæåííÿ. Ñåðåä íåïàðàìåòðè-

÷íèõ êðèòåð³¿â ïåðåâ³ðêè â³äïîâ³äíîñò³  åìï³ðè÷íèõ ðîçïîä³ë³â òèì 

÷è ³íøèì òåîðåòè÷íèì ìîäåëÿì ( ){ }Θ∈Θ θ,;xF  âèîêðåìëþþòü êðèòå-

ð³¿ òèïó Êîëìîãîðîâà-Ñìèðíîâà [1]. Âîíè âèçíà÷àþòü ñòóï³íü â³äïîâ³-

äíîñò³ çà ìàêñèìàëüíèì çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ â³äõèëåííÿì ìî-

äåë³ â³ä åìï³ðè÷íî¿ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó. Òîáòî, äëÿ ïåðåâ³ðêè äâîñòî-

ðîííüî¿ íóëüîâî¿ ã³ïîòåçè ),()(: 00 θxFxFH n =  ðîçðàõîâóþòü ìàêñèìà-

ëüíó â³äñòàíü ì³æ åìï³ðè÷íîþ )(xFn  ³ òåîðåòè÷íîþ )(xF  ôóíêö³ÿìè 

ðîçïîä³ëó: ),()(sup 0θxFxFD n
x

n −=
∞<

 . Ðîçðàõóíêîâå çíà÷åííÿ êðèòåð³þ 

Êîëìîãîðîâà – Ñìèðíîâà âèçíà÷àþòü çà ôîðìóëîþ: 

( )0θλ nDn= ,         (1) 

äå n – îáñÿã âèá³ðêè. 

Ôîðìóëó (1) çàñòîñîâóþòü, ÿêùî çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â 0θθ =  òå-

îðåòè÷íî¿ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó â³äîì³. Àëå íà ïðàêòèö³ çàçâè÷àé òðàï-

ëÿºòüñÿ, ùî ö³ ïàðàìåòðè íåâ³äîì³ äîñë³äíèêó. Òîìó íåîáõ³äíî âèêî-

ðèñòîâóâàòè âåêòîð âèá³ðêîâèõ îö³íîê *θ . Ðîçðàõóíêîâå çíà÷åííÿ 

êðèòåð³þ â öüîìó âèïàäêó âèçíà÷àþòü çà ôîðìóëîþ: 

( )** θλ nDn=   (2) 
Ïðè öüîìó çì³íþþòüñÿ êðèòè÷í³ çíà÷åííÿ êðèòåð³þ. 
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Â ðåçóëüòàò³ íåîáõ³äíî ðîçâ'ÿçàòè îäíó ç òàêèõ çàäà÷: 

– îö³íèòè â³äïîâ³äí³ñòü ìîäåë³ ),()( θxFxFn =  ç â³äîìèìè ïàðà-

ìåòðàìè íàÿâíèì åìï³ðè÷íèì äàíèì (êðèòåð³é Êîëìîãîðîâà-

Ñìèðíîâà); 

– îö³íèòè â³äïîâ³äí³ñòü íàÿâíèì åìï³ðè÷íèì äàíèì ìîäåë³ 

),()( *θxFxFn =  ç ïàðàìåòðàìè, ÿê³ âèçíà÷åíî çà âèá³ðêîâèìè ìîìåí-

òàìè (êðèòåð³é Ë³ëë³ºôîðñà); 

– îö³íèòè â³äïîâ³äí³ñòü íàÿâíèì åìï³ðè÷íèì äàíèì ìîäåë³ 

),()( *
min θxFxFn =  ç ïàðàìåòðàìè, ùî âèçíà÷àþòü ç óìîâè ì³í³ìóìó 

äåÿêîãî ïîêàçíèêà ÿêîñò³ ìîäåë³, íàïðèêëàä ðîçðàõóíêîâîãî çíà÷åí-

íÿ êðèòåð³þ òèïó Êîëìîãîðîâà-Ñìèðíîâà. Çàäà÷à òàêîãî òèïó ðîçâ'ÿ-

çóºòüñÿ â ö³é ðîáîò³.  

Ìåòîäèêà äîñë³äæåííÿ àíàëîã³÷íà âèêîðèñòàí³é â ðîáîòàõ [3, 

4] ³ ´ðóíòóâàëàñü íà ìåòîä³ Ìîíòå-Êàðëî. Âîíà ïîëÿãàº ó íàñòóïíîìó. 

Ãåíåðóºòüñÿ âåëèêà ê³ëüê³ñòü âèá³ðîê ³ç çàäàíèì çàêîíîì ðîçïîä³ëó. 

Äëÿ êîæíî¿ âèá³ðêè âèçíà÷àþòüñÿ âèá³ðêîâ³ ïàðàìåòðè (íàïðèêëàä, 

äëÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîä³ëó – öå âèá³ðêîâ³ ñåðåäíº ³ ñòàíäàðòíå â³äõè-

ëåííÿ) òà ðîçðàõóíêîâå çíà÷åííÿ *
nD . Äàë³, âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàí³ 

âèá³ðêîâ³ ïàðàìåòðè ÿê ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ, óòî÷íþºìî ïàðàìåòðè 

ìîäåë³ øëÿõîì ì³í³ì³çàö³¿ ðîçðàõóíêîâèõ çíà÷åíü *
nD  ìåòîäîì 

áàãàòîâèì³ðíî¿ íåë³í³éíî¿ îïòèì³çàö³¿. Ïîò³ì áóäóºìî åìï³ðè÷íó 

ôóíêö³þ ðîçïîä³ëó îòðèìàíèõ çíà÷åíü ( )min*
nD . Êâàíòèë³ â³äïîâ³äíèõ 

ð³âí³â ö³º¿ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó ñêëàäàþòü òàáëèöþ øóêàíèõ çíà÷åíü 

ñòàòèñòèêè òèïó Êîëìîãîðîâà-Ñìèðíîâà. 

Â ïðîâåäåíîìó äîñë³äæåíí³ ñïî÷àòêó ãåíåðóâàëè ïî 10000 âè-

á³ðîê îáñÿãîì N  â³ä 6 äî 45 åëåìåíò³â çã³äíî ç³ ñòàíäàðòíèì íîðìà-

ëüíèì ( )1,0N , ãàììà ( )5.0,1Γ , åêñïîíåíö³àëüíèì ( )8.0Exp  ðîçïîä³ëàìè 

òà ðîçïîä³ëîì Âåéáóëëà ( )2,1W .  

Ç êâàíòèë³â ôóíêö³é ðîçïîä³ëó â³äïîâ³äíèõ ñòàòèñòèê ( )min*
nD  

ñêëàëè òàáëèö³. Çîêðåìà, â òàáëèö³ 1 íàâåäåíî çíà÷åííÿ 0,05-

êâàíòèë³â )(min*
nD  äëÿ äîñë³äæåíèõ ìîäåëåé ðîçïîä³ëó ³ ð³çíèõ îáñÿã³â 

âèá³ðîê. Òàêîæ òóò íàâåäåíî äëÿ ïîð³âíÿííÿ àíàëîã³÷í³ çíà÷åííÿ äëÿ 

êðèòåð³¿â Ë³ëë³ºôîðñà ( )2, σµLN  [3] òà Êîëìîãîðîâà – Ñìèðíîâà 

( )2,σµSKN −  [4].  
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Òàáëèöÿ 1 

0,05 êâàíòèë³ ðîçïîä³ëó )(min*
nD   

Êâàíòèë³ )(min*
nD  Êâàíòèë³ nD  Îáñÿã 

âèá³ðêè, 
N  

( )m i n*

n
D

( )2, σµN  ( )θ,kΓ  ( )λExp  ( )λ,kW  ( )2, σµLN  ( )2,σµSKN −  

6 0,226 0,245 0,291 0,313 0,319 0,324 
7 0,212 0,230 0,275 0,290 0,300 0,304 
8 0,202 0,218 0,265 0,272 0,285 0,288 
9 0,192 0,203 0,253 0,263 0,271 0,274 
10 0,183 0,193 0,242 0,248 0,258 0,262 
11 0,175 0,183 0,234 0,236 0,249 0,251 
12 0,169 0,175 0,227 0,228 0,242 0,243 
13 0,163 0,169 0,217 0,219 0,234 0,234 
14 0,157 0,162 0,212 0,214 0,227 0,226 
15 0,152 0,157 0,205 0,205 0,220 0,220 
16 0,149 0,153 0,200 0,200 0,213 0,213 
17 0,144 0,148 0,193 0,194 0,206 0,207 
18 0,140 0,145 0,189 0,187 0,200 0,202 
19 0,137 0,140 0,182 0,183 0,195 0,197 
20 0,134 0,137 0,180 0,179 0,190 0,192 
25 0,120 0,122 0,161 0,161 0,180 0,173 
30 0,111 0,112 0,147 0,148 0,161 0,159 
35 0,103 0,105 0,139 0,136 0,150 0,155 
40 0,096 0,097 0,129 0,129 0,140 0,148 
41 0,096 0,096 0,128 0,126 0,138 0,139 
42 0,094 0,095 0,126 0,126 0,137 0,135 
43 0,093 0,095 0,125 0,123 0,135 0,134 
44 0,092 0,093 0,123 0,123 0,134 0,132 
45 0,091 0,093 0,121 0,122 0,132 0,131 

 

Íà ðèñ. 1 íàâåäåíî ãðàô³êè çàëåæíîñò³ çíà÷åíü âêàçàíèõ êâàí-

òèë³â â³ä îáñÿãó âèá³ðêè äëÿ àíàë³çîâàíèõ ðîçïîä³ë³â. 

 
Ðèñóíîê 1 - Çàëåæí³ñòü 0,05 êâàíòèë³â ðîçïîä³ëó )(min*

nD   

â³ä îáñÿãó âèá³ðêè  

 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ãðàíè÷íèõ îö³íîê êðèòè÷íèõ çíà÷åíü êðèòå-

ð³þ òèïó Êîëìîãîðîâà-Ñìèðíîâà ãåíåðóâàëè ïî 10000 âèá³ðîê îáñÿãîì 
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1000 åëåìåíò³â ³ ïîâòîðþâàëè çàçíà÷åíó âèùå ïðîöåäóðó. Ðå-

çóëüòàòè íàâåäåíî ó òàáë. 2. 
Òàáëèöÿ 2 

Êâàíòèë³ ðîçïîä³ëó )(minD*
n  äëÿ n = 1000 

 Êâàíòèë³ )(min*
nD  

Äîâ³ð÷èé  ð³âåíü, p  0,80 0,85 0,90 0,95 0,99 

( )m i n*

n
D ( )2, σµN  0,0171 0,0177 0,0184 0,0195 0,0216 

( )θ,kΓ  0,0170 0,0178 0,0187 0,0199 0,0227 

( )λExp  0,0219 0,0227 0,0242 0,0259 0,0304 

( )λ,kW  0,0222 0,0233 0,0245 0,0263 0,0297 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (2), îòðèìàëè êðèòè÷í³ çíà÷åííÿ 
*
minλ  êðèòåð³þ òèïó Êîëìîãîðîâà-Ñìèðíîâà (òàáë. 3). 

Òàáëèöÿ 3 

Êðèòè÷í³ çíà÷åííÿ *
minλ  êðèòåð³þ òèïó Êîëìîãîðîâà-Ñìèðíîâà 

 Êðèòè÷í³ çíà÷åííÿ *
minλ  

Äîâ³ð÷èé  ð³âåíü, p  0,80 0,85 0,90 0,95 0,99 

( )m i n*

n
D

( )2, σµN  0,5418 0,5605 0,5845 0,6171 0,6845 
( )θ,kΓ  0,5407 0,5630 0,5930 0,6296 0,7180 

( )λExp  0,6925 0,7178 0,7652 0,8190 0,9613 
( )λ,kW  0,7022 0,7382 0,7735 0,8311 0,9379 

( )2, σµLN  0,736 0,768 0,805 0,886 1.031 

( )2,σµSKN −  0,775 0,819 0,895 0,955 1,035 

Âèñíîâêè ç ïðîâåäåíîãî äîñë³äæåííÿ. Ïîêàçàíî ìîæëèâ³ñòü òà 

îö³íåíî ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî êðèòè÷í³ çíà÷åííÿ êðèòåð³þ çãîäè òè-

ïó Êîëìîãîðîâà – Ñìèðíîâà äëÿ äåÿêèõ òèï³â ðîçïîä³ëó ó âèïàäêó, 

êîëè ïàðàìåòðè ìîäåë³ ðîçïîä³ëó óòî÷íþþòü øëÿõîì ì³í³ì³çàö³¿ ðîç-

ðàõóíêîâîãî çíà÷åííÿ öüîãî êðèòåð³þ. Ó ïîäàëüøîìó ïåðåäáà÷àºòüñÿ 

óòî÷íèòè äîâ³ð÷³ ³íòåðâàëè äëÿ îòðèìàíèõ îö³íîê ³ ïåðåâ³ðèòè ¿õ 

ìîæëèâó çàëåæí³ñòü â³ä ³íøèõ ôàêòîð³â. 
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