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Ââåäåíèå 

Ïîíÿòèå èíâàðèàíòíîãî èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, íà êîòîðîì 

åñòåñòâåííûå ñâîéñòâà îáúåêòà íàèëó÷øèì îáðàçîì ñîãëàñóþòñÿ ñ 

ñîîòâåòñòâóþùèìè òåõíîëîãè÷åñêèìè (èëè òåõíè÷åñêèìè) 

òðåáîâàíèÿìè çàäà÷è óïðàâëåíèÿ, îòðàæàþùåé öåëü 

ôóíêöèîíèðîâàíèÿ äàííîãî îáúåêòà, ëåæèò â îñíîâå ñèíåðãåòè÷åñêîé 

òåîðèè óïðàâëåíèÿ[1, 3] (ÑÒÓ). Íàðÿäó ñî ñâîéñòâîì äèññèïàòèâíîñòè 

ñèñòåì, îíî èãðàåò îñíîâîïîëàãàþùóþ ðîëü è â ñèíåðãåòè÷åñêîé 

òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ýòî ñâîéñòâî âûòåêàåò èç 

âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè è 

õàðàêòåðèçóåò íåêîòîðûå ïðåäåëüíûå âîçìîæíîñòè ñèíòåçèðóåìîé 

(ïðîåêòèðóåìîé) ñèñòåìû. Òàêîå ìíîãîîáðàçèå áóäåì íàçûâàòü 

îïòèìàëüíûì èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì (ÎÈÌ). Ïîñòðîåíèå ÎÈÌ 

â ñèíåðãåòè÷åñêîé òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé 

èç âàæíûõ è ñëîæíûõ çàäà÷. Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è îòêðûâàåò 

íåêîòîðûå ïåðñïåêòèâû â ñîçäàíèè èíûõ ìåòîäîâ ñèíòåçà 

îïòèìàëüíûõ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûìè äèíàìè÷åñêèìè 

îáúåêòàìè. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ÎÈÌ, 

ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ [6] è åãî 

ìîäèôèêàöèÿ.  

Áåç ñîìíåíèÿ èíâàðèàíòû ïðèñóùè ïðîöåññàì è ÿâëåíèÿì ëþáîé 

ïðèðîäû. Èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü èõ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ, 

òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé, äåëàÿ ñðàâíåíèå èõ îñîáåííîñòåé ñî 

ñâîéñòâàìè ýêîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. 
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Èçâåñòíî, ÷òî â òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ìíîãèå çàäà÷è 

ñâîäÿò ê ðàññìîòðåíèþ è èçó÷åíèþ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 

óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ìàëûé ïàðàìåòð. Èñïîëüçóÿ ñïåöèàëüíûå 

çàìåíû ýòè óðàâíåíèÿ, ìîãóò áûòü óñðåäíåíû. Â òàêîì ñëó÷àå èõ 

èññëåäîâàíèå çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ. Òàê âîò îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âî 

ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ îáëàäàþò èíâàðèàíòíûìè 

ìíîãîîáðàçèÿìè, êîòîðûå ìîãóò íàõîäèòüñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé 

îêðåñòíîñòè èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé èñõîäíûõ òî÷íûõ 

óðàâíåíèé. Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ 

ìíîãîîáðàçèé çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå 

ðåøåíèé ñèñòåì â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè ðàñïîëîæåíû íà 

ìíîãîîáðàçèÿõ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ÷åì ðàçìåðíîñòü èñõîäíîãî 

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Îñíîâíàÿ èäåÿ â ìåòîäå èíòåãðàëüíûõ 

ìíîãîîáðàçèé ñîñòîèò â ñâåäåíèè ïðîöåññà âûñîêîé ðàçìåðíîñòè ê 

èññëåäîâàíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåêîòîðûõ ïðîöåññîâ áîëåå íèçêîé 

ðàçìåðíîñòè. 

Â ðÿäå ðàáîò, â òîì ÷èñëå [7–9] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ 

ïðèðîäíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì õàðàêòåðíî íàëè÷èå íåêîòîðûõ 

ïîâåðõíîñòåé ïðèòÿæåíèÿ – èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé â ôàçîâîì 

ïðîñòðàíñòâå. Äàííûå óñòàíîâèâøèåñÿ ðåæèìû ïîëó÷èëè íàçâàíèå 

àòòðàêòîðîâ, ò.ê. îáëàäàþò ñâîéñòâîì «ïðèòÿãèâàòü» ñîñåäíèå 

ðåæèìû. Òàêèì îáðàçîì, àòòðàêòîð – ýòî ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî 

â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, èëè äðóãèìè ñëîâàìè àñèìïòîòè÷åñêè 

óñòîé÷èâîå ìíîæåñòâî. Àòòðàêòîðû, îòëè÷íûå îò ñîñòîÿíèé 

ðàâíîâåñèÿ è ñòðîãî ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé, áûëè íàçâàíû 

ñòðàííûìè àòòðàêòîðàìè. Âíóòðè òàêèõ àòòðàêòîðîâ òðàåêòîðèè 

äâèæóòñÿ íåðåãóëÿðíûì îáðàçîì è ÿâëÿþòñÿ î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíûìè 

ê èçìåíåíèþ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. 

Â ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîòàõ, ñâÿçàííûõ ñ èññëåäîâàíèåì 

àòòðàêòîðîâ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé îòìå÷åíî, ÷òî äëÿ ïðèðîäíûõ 

ñèñòåì õàðàêòåðåí ðåæèì äâèæåíèÿ ïî íåêîòîðûì ìíîãîîáðàçèÿì â 

èõ ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Òàê â ñèñòåìàõ îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû, 

ïðîèñõîäÿùèå â âîäîõðàíèëèùàõ, ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê 

òàêèì çíà÷åíèÿì, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûì ñîîòíîøåíèÿì 

(óðàâíåíèÿì áàëàíñà), ò.å. èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèÿì â èõ 

ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Èìååòñÿ ñâÿçè, êîãäà òàêîãî ðîäà îòíîøåíèÿ 

íàêëàäûâàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî íå íà ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ, à íà 
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ñêîðîñòü èõ èçìåíåíèÿ. Â ýòîì ïëàíå ïðèðîäíûå ñèñòåìû 

ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Â íèõ 

íàëè÷èå èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé îáóñëîâëåíî íåîáõîäèìîñòüþ 

âûïîëíåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, íàïðèìåð çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû, 

ýíåðãèè è ò.ï. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îñíîâíàÿ öåëü 

ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ìíîãèõ ïðèðîäíûõ ñèñòåì ñîñòîèò â ñòàáèëèçàöèè 

ñîîòíîøåíèé ìåæäó èõ ïåðåìåííûìè ñîñòîÿíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèì 

ñëåäñòâèåì äàííîãî ôàêòà ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîñòü èõ óðàâíåíèé 

äèíàìèêè è íàëè÷èå èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ, ò.å. íåêîòîðûõ 

èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Â 

òåõíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñóùåñòâîâàíèå çàäàâàåìûõ èíâàðèàíòíûõ 

ìíîãîîáðàçèé äîëæíî îáåñïå÷èâàòüñÿ ñàìîé ïðîöåäóðîé ñèíòåçà 

çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî äèíàìè÷åñêîãî îáúåêòà. 

Èìåííî äàííîå ñâîéñòâî è áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â îñíîâå ñèíòåçà 

íåëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñèíòåçà  

Ïóñòü îáúåêò óïðàâëåíèÿ îïèñûâàåòñÿ âåêòîðíûì 

äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì 

 ��x(t) f(t,x,u), (1) 

ãäå � �� �1, ,
T

nx x x  – âåêòîð êîîðäèíàò ñîñòîÿíèÿ; � �� �1, ,
T

mu u u  – 

âåêòîð óïðàâëåíèÿ; � �� �1, ( , , ), , ( , , )
T

nf t f t x u f t x u ; � � � 	u ;m  

�( ,0,0) 0,f t  ïðè ñëåäóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ: 

 � �0 0( ) , ( ) .k kx t x x t x  (2) 
Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ 

ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ 

óïðàâëåíèé è òðàåêòîðèé 
 �( , ), ( )u t x x t , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå 

óðàâíåíèé (1) è êðàåâûì óñëîâèÿì (2), îïðåäåëèòü îïòèìàëüíîå 

óïðàâëåíèå � ( , )u u t x  è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó òðàåêòîðèþ ( )x t , 

êîòîðûå äîñòàâëÿþò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó  

 � 
� � � �
0

0( ) ( , , ) .
kt

k
t

I x t f t x u dt  (3) 

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëåâûé êîíåö òðàåêòîðèè çàêðåïëåí  

(õ0 – çàäàííûé âåêòîð), à ïðàâûé ïîäâèæåí. Ïóñòü îãðàíè÷åíèÿ íà 

âåêòîð ñîñòîÿíèÿ îòñóòñòâóþò. Ïóòåì ââîäà äîïîëíèòåëüíîé 

ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé  
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  � � �
0

n 1 0( ) ( , , ) ,
t

t

x t f t x u dt   

çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (òèïà Áîëüöà) (1)-(3) ìîæíî 

ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì èçâåñòíîì âèäå (çàäà÷à Ìàéåðà): 

 �� � � �n 1I ( ) ( ( )) min,k k u
x t x t  (4) 

 �� �� �
1 0( ) ( , , ), ( ) ( , , ),nx t f t x u x t f t x u  (5) 

 �� �0 0 1 0( ) , ( ) 0,nx t x x t  (6) 

 �( ) .k kx t x  (7) 

Îïòèìàëüíûå èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ è çàäà÷è ñèíòåçà 

Äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (4)-(7) â ïðîñòðàíñòâå 

ñîñòîÿíèé ñ êîîðäèíàòàìè �1, , nx x  îïðåäåëèì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ 

 � � �� 0( , ) ( , , ) [ ( )],
kt

k
t

B x t f t x u dt x t  (8) 

êîòîðàÿ èìååò ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì âåêòîðà õ âî âñåì 

ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, êðîìå òî÷åê êóñî÷íî-ãëàäêîãî ìíîæåñòâà Ì 

ðàçìåðíîñòè ìåíüøåé n, è ðàñïîëîæåííîãî â ýòîì ïðîñòðàíñòâå 

� �( , ) ( ( )).k kB x t x t  

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèþ ( , )B x t , îïðåäåëåííóþ âûðàæåíèåì (8) 

íà îïòèìàëüíîì ïðîöåññå 
 �( , ), ( )u t x x t , áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé 

îïòèìàëüíîñòè. 

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ îïòèìàëüíîñòè ( , )B x t  ñîâïàäàåò ñ 

ôóíêöèåé Áåëëìàíà, íî èìååò ðàñøèðåííîå òîëêîâàíèå. Ôóíêöèÿ 

Áåëëìàíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà, â òî âðåìÿ 

êàê ôóíêöèÿ îïòèìàëüíîñòè íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçàíà ñ ðåøåíèåì ýòîãî 

óðàâíåíèÿ, è ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ìåòîäîâ 

ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â ðàáîòå [2] À.Ì. Ëåòîâûì 

ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ îáúåêòîì  

 � � � �� �
1 2 2 2x ( ) , ( )t x x t x u , (9) 

ñ ôóíêöèîíàëîì êà÷åñòâà 

 � �
�

� � �� 2 2 2
1 2

0

I x x u dt . (10) 

Ñôîðìóëèðóåì äâå çàäà÷è: 1. Íàéòè ôóíêöèþ îïòèìàëüíîñòè 

1 2( , )B x x ; 2. Îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé çàêîí óïðàâëåíèÿ � 1 2( , )u u x x , 

ïåðåâîäÿùèé ñèñòåìó (9) èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ 
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� ��0 10 20,
T

x x x  â íà÷àëî êîîðäèíàò � �� 0,0
T

O , îáåñïå÷èâàþùèé 

àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû è äîñòàâëÿþùèé 

ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà (10). 

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 1. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä 

àíàëèòè÷åñêîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ ðåãóëÿòîðîâ (ÀÊÎÐ). Â ýòîì ñëó÷àå 

ôóíêöèÿ îïòèìàëüíîñòè 1 2( , )B x x  ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Áåëëìàíà, òàê 

êàê íàõîäèòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà [2]. Îäíàêî äëÿ 

íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè îïòèìàëüíîñòè 1 2( , )B x x ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ 

è äðóãèì ïîäõîäîì. Äëÿ çàäà÷è (9), (10) âûïèøåì ôóíêöèþ 

Ãàìèëüòîíà � � � � � � � �2 2 2
1 2 1 2 2 2( )H x x u p x p x u , ãäå 1 2,p p  - 

âñïîìîãàòåëüíûå ìíîæèòåëè. Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà 

ñëåäóåò, ÷òî 
�

� � � �
� 2

H
2 0

u
u p  è � 2

1

2
u p , ïîäñòàíîâêà êîòîðîãî â Í 

äàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå � � � � � �2 2 2
1 2 2 1 2 2 2

1
p

4
H x x p x p x . Èñïîëüçóÿ 

ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà, çàïèøåì êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ: 

 � � � � � � � � �� � � �
1 2 2 2 2 1 1 2 2 1 2

1
x ( ) , x ( ) , p ( ) 2 , ( ) 2

2
t x t x p t x p t x p p . 

Èç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íàéäåì îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ 

êîîðäèíàò 1 2x , x  ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé è òîãî, ÷òî 

� � � �1 2( ) ( ) 0x x . Ïîëó÷èì  

 � 
 � 
� �� � � � � �1 10 10 20 2 20 10 20x ( ) ( ) , x ( ) ( ) ,t tt x x x t e t x x x t e   (11) 

è îïòèìàëüíûé çàêîí óïðàâëåíèÿ: �� � � � ��
2 2 2 10 20

1
u ( ) ( ) .

2
tp x x t x x e

 
Òàêèì îáðàçîì, íàéäåííûå òðàåêòîðèè (11) è çàêîí óïðàâëåíèÿ 

îïðåäåëÿþò îïòèìàëüíûé ïðîöåññ
 �1 2( ), ( ), ( ) .x t x t u t  Èç ñîîòíîøåíèé 

(11) âûðàçèì íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû 10 20x , x  ÷åðåç òåêóùèå 1 2,x x , 

ïîëó÷èì: 

 � � � �� � � � � �10 1 2 20 2 1x 1 , x 1t t t tt e x te x t e x te x . (12) 

Íàéäåì äàëåå ôóíêöèþ îïòèìàëüíîñòè 1 2( , )B x x . Ñîãëàñíî 

îïðåäåëåíèþ 1, äëÿ ôóíêöèîíàëà (10) ïîëó÷àåì,  

 � 
 � 

 �
�

�� � � � � � � ��
2 2 2 2

10 20 10 10 20 20 10 20 10 20

0

B(x , , ) ( ) ( ) ( ) .tx t x x x t x x x t x x e dt  

Ïðîèíòåãðèðîâàâ åãî, èìååì  
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 � �� � � � � � �2 2 2 2 2 2
10 20 10 10 20 20 10 10 20 10 20B( , , ) 2x 2 2 2 ( ) .tx x t x x x x t x x t x x t e   

Åñëè òåïåðü â ýòî âûðàæåíèå ïîäñòàâèì ôîðìóëû äëÿ íà÷àëüíûõ 

êîîðäèíàò 10 20x , x  (12), òî ïîëó÷èì âèä ôóíêöèè îïòèìàëüíîñòè  

 � � �2 2
1 2 1 1 2 2B( , ) 2 2 .x x x x x x  (13) 

Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ îïòèìàëüíîñòè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ 

âûðàæåíèåì �  (9.106) â ðàáîòå [1] ñì. ñòð.169, à òàêæå ñ ôóíêöèåé 

Áåëëìàíà, ïîëó÷åííîé â ðàáîòå [2]. Îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ 

(13) áûëà íàéäåíà áåç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà. 

Â ðàñøèðåííîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñ êîîðäèíàòàìè ��1 1, , nx x  

ââåäåì ìíîãîîáðàçèå, óðàâíåíèå äëÿ êîòîðîãî ïîñòðîèì ñëåäóþùèì 

îáðàçîì: ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå (8) â âèäå 

 � � �� 0( , ) ( , , ) [ ( )],
kt

k
t

B x t f t x u dt x t  

âûïîëíèâ î÷åâèäíîå ïðåîáðàçîâàíèå 

 � � � � �� � �
0 0

0 0 0( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) [ ( )]
kt t t

k
t t t

B x t f t x u dt f t x u dt f t x u dt x t ,  

òîãäà åãî ìîæíî çàïèñàòü êàê 

 � � � �� �
k

0 0

0 0( , ) ( , , ) ( , , ) [ ( )].
tt

k
t t

B x t f t x u dt f t x u dt x t  (14) 

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåïåðü îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ èíòåãðàëà I (3) è 

ïåðåìåííîé �n 1x  ïðåäñòàâèì (14) òàê 

 � � �n 1x ( , ) .B x t I  (15) 
Ñîîòíîøåíèå (15) è åñòü óðàâíåíèå ìíîãîîáðàçèÿ â ðàñøèðåííîì 

ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. 

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîãîîáðàçèå (15) áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûì 

èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì (ÎÈÌ) çàäà÷è îïòèìàëüíîãî 

óïðàâëåíèÿ (4)- (7) , åñëè ôóíêöèÿ ( , )B x t -ôóíêöèÿ îïòèìàëüíîñòè, à 

èíòåãðàë ² îïðåäåëÿåòñÿ íà îïòèìàëüíîì ïðîöåññå 
 �( , ), ( )u t x x t . 

Îñíîâûâàÿñü òåïåðü íà îïðåäåëåíèè 2, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü 

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî ïðîòåêàíèÿ îïòèìàëüíûõ 

ïðîöåññîâ, êîòîðîå îñíîâûâàåòñÿ íà ïîíÿòèè ñèíåðãåòè÷åñêîé òåîðèè 

óïðàâëåíèÿ – ïîíÿòèè èíâàðèàíòîâ. 

Óòâåðæäåíèå 1. Äîïóñòèìûé ïðîöåññ 
 ��n 1x(t),x (t),u(t,x) , 

ïðîòåêàþùèé íà ÎÈÌ, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. 
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Äàííîå óòâåðæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íîå óñëîâèå 

îïòèìàëüíîñòè. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 
 ��n 1x(t),x (t),u(t,x)  - íåêîòîðûé 

äîïóñòèìûé ïðîöåññ, êîòîðûé ïðîòåêàåò íà ÎÈÌ è îïèñûâàåòñÿ 

óðàâíåíèåì (15). Èç óñëîâèé îñóùåñòâèìîñòè äâèæåíèÿ ïî 

ìíîãîîáðàçèþ, ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà (5), ñëåäóåò 

 � �x 0B ( ( ), ), ( ( ), ( , ), ) ( ( ), ( , ), ) 0x t t f x t u t x t f x t u t x t , (16) 

ãäå � �� �
1

( , ) ( , ), , ( , )
n

T

x x xB x t B x t B x t
; .,. - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 

âåêòîðîâ. 

Òàê êàê ( , )B x t  - ôóíêöèÿ îïòèìàëüíîñòè, òî, ðàçðåøèâ 

óðàâíåíèå (16) îòíîñèòåëüíîu , íàéäåì îïòèìàëüíûé çàêîí 

óïðàâëåíèÿ � ( , )u u t x , ïîäñòàíîâêà êîòîðîãî â óðàâíåíèÿ (5) 

ïîçâîëÿåò íàéòè îïòèìàëüíóþ òðàåêòîðèþ 
 ��n 1x(t),x (t) . 

Ñëåäîâàòåëüíî, äîïóñòèìûé ïðîöåññ 
 ��n 1x(t),x (t),u(t,x) , 

ïðîòåêàþùèé íà ÎÈÌ, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. 

Îïðåäåëåíèå 1 è äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåííîãî óòâåðæäåíèÿ 1 

äàþò ñëåäó-þùèé êîíñòðóêòèâíûé ïîäõîä ðåøåíèÿ çàäà÷è 2 ïðèìåðà 

(ïðîäîëæåíèå). Ïðåîáðàçóåÿ çàäà÷ó (9)-(10) ê âèäó (4)-(7), ïîëó÷èì 

 

� � �

� � � � � � �

� � �

� � � �

� � �
3

2 2 2
1 2 2 2 3 1 2

1 0 10 2 0 20 3 0

1 2

I x ( ) min,

( ) , ( ) , ( ) ,

( ) , ( ) , ( ) 0,

( ) ( ) 0.

u

x t x x t x u x t x x u

x t x x t x x t

x x

 (17) 

Òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2, íàéäåì ÎÈÌ âèäà: 

 � � � �2 2
3 1 1 2 2x 2 2x x x x I   

ãäå �� �� � � � � � �� �
022 2 2 2 2

10 10 20 20 10 0 10 20 0 10 20 0I 2x 2 2x 2 ( ) .tx x x t x x t x x t e  

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1 äàåò àëãîðèòì ïîèñêà 

îïòèìàëüíîãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ â ôîðìå ñèíòåçà. Äåéñòâèòåëüíî, èç 

óñëîâèÿ îñóùåñòâèìîñòè äâèæåíèÿ ïî ÎÈÌ (16) ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé 

ñîñòîÿíèÿ (17) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 

 � � � � �2 2
1 2 1 2u 2( ) ( ) 0.x x u x x   

Ðåøèâ ïðèâåäåííîå âûøå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî u , 

îïðåäåëÿåì îïòèìàëüíûé çàêîí óïðàâëåíèÿ, � � �1 2.u x x Îí ñîâïàäàåò 

ñ îïòèìàëüíûì çàêîíîì óïðàâëåíèÿ, ïîëó÷åííûì â ðàáîòå [2]. 
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Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ, 

îñíîâàííûé íà ïîíÿòèè ôóíêöèè îïòèìàëüíîñòè, ÎÈÌ è 

óòâåðæäåíèè 2 î ïðîòåêàíèè îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ, ïîçâîëÿåò 

ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì ñèíòåçà îïòèìàëüíûõ çàêîíîâ 

óïðàâëåíèÿ: 1. Íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà 
 �x(t),u(t)  êàê 

ðåøåíèå çàäà÷è ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ; 2. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè 

îïòèìàëüíîñòè B(x,t)  ïóòåì íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëà (8) è îïðåäåëåíèè 

ÎÈÌ; 3. Íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ èç óñëîâèÿ 

îñóùåñòâèìîñòè äâèæåíèÿ ïî ÎÈÌ. 

Êàê è ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà, èçëîæåííûé âûøå 

âûâîä, íà ïåðâûé âçãëÿä, êàæåòñÿ äîñòàòî÷íî òðèâèàëüíûì ôàêòîì. 

Îäíàêî ýòî íå òàê. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ. 

Óòâåðæäåíèå 2. ÎÈÌ, îïèñûâàåìîå óðàâíåíèåì (15), ÿâëÿåòñÿ 

ïåðâûì èíòåãðàëîì çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (4)-(7). 

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííîå â âèäå 

òåîðåìû, ïðèâåäåíî â ðàáîòå [3]. Îíî ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü 

àáñòðàêòíî-ìàòåìàòè-÷åñêóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà 

ÿçûêå åñòåñòâåííûõ íàóê, â êîòîðûõ ïåðâûé èíòåãðàë àññîöèèðóåòñÿ 

ñ ïðèíöèïîì ñîõðàíåíèÿ, íàïðèìåð ýíåðãèè â ôèçèêå. Òàêîå 

òîëêîâàíèå òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîçâîëÿåò íàïîëíèòü åå 

àáñòðàêòíûå ñòðóêòóðû åñòåñòâåííûì è ïîíÿòíûì äëÿ èíæåíåðîâ 

ñîäåðæàíèåì. 

Óòâåðæäåíèå 3. Âûðàæåíèå (16), îïèñûâàþùåå ÎÈÌ, ÿâëÿåòñÿ 

óðàâíåíèåì ãðàíèöû ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè (ãðàíèöû 

èíòåãðàëüíîé âîðîíêè) â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé 

îïòèìàëüíîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ (4) – (7). 

Èçâåñòíî [4], ÷òî, çíàÿ ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè è õîòÿ 

áû îäíó åãî âíóòðåííþþ òî÷êó, ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü è 

ñàìî ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìíîæåñòâà 

äîñòèæèìîñòè èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ, 

íàáëþäåíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ [5, 6]. 

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ñèíåðãåòè÷åñêîãî ïîäõîäà â 

çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå ÎÈÌ, ïîçâîëÿåò 

ïðåäñòàâèòü àëãîðèòìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿòîðîâ òèïà îáðàòíîé 

ñâÿçè äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ òåõíè÷åñêèõ, òåõíîëîãè÷åñêèõ è äðóãèõ 

ïðîöåññîâ â ìåòàëëóðãèè è ìàøèíîñòðîåíèè. 
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