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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 

Çíàíèå ìîäåëåé èçìåðåíèé òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ íåîáõîäèìî 

äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ èíôîðìàöèîííî-èçìåðèòåëüíûõ òåõíîëîãèé èõ 

íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ êà÷åñòâà è ìîíèòîðèíãà ñîñòîÿíèÿ. Áåç 

ìîäåëåé èçìåðåíèé íåâîçìîæíà ðàçðàáîòêà ðåøàþùèõ ïðàâèë 

êîíòðîëÿ, îöåíêà èõ ýôôåêòèâíîñòè è ïðîãíîç îñòàòî÷íîãî 

ðåñóðñà [1]. 

Â [2] ðàññìàòðèâàþòñÿ îáúåêòû êîíòðîëÿ, èíôîðìàòèâíûé 

ïàðàìåòð êîòîðûõ èçìåðÿåòñÿ âäîëü æîðäàíîâîé òðàåêòîðèè. 

Ïðèìåðàìè òàêèõ îáúåêòîâ ìîãóò áûòü ñâàðíûå øâû òðóá è 

æåëåçíîäîðîæíûå êîëåñà, â êîòîðûõ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ 

óëüòðàçâóêà è íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàññåÿíèÿ 

èçìåðÿþòñÿ ïî îêðóæíîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êðèâîé 

Æîðäàíà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçìåðåíèÿ îáúåêòà âäîëü æîðäàíîâîé 

òðàåêòîðèè âûïîëíÿþòñÿ ñ îäèíàêîâûì øàãîì, è èõ ìîäåëü ìîæåò 

áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå 

 0H( ) H ( ) H( )i i i� � � ,  
ãäå i - íîìåð òî÷êè èçìåðåíèÿ íà æîðäàíîâîé òðàåêòîðèè, [1, ]i n�  n - 

êîëè÷åñòâî òî÷åê èçìåðåíèé, ,i n � � ; 0H ( )i - äåòåðìèíèðîâàííàÿ 

ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ; H( )i� - ôëóêòóàöèè èçìåðÿåìîãî 

ïàðàìåòðà îòíîñèòåëüíî 0H ( )i . 
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Ôëóêòóàöèè H( )i�  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àâòîêîððåëèðîâàííóþ 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ââèäó òîãî, ÷òî ïðè 

èçìåðåíèÿõ ïî æîðäàíîâîé òðàåêòîðèè çà ïîñëåäíåé òî÷êîé 

èçìåðåíèé, ñ íîìåðîì i n� , ñëåäóåò ïåðâàÿ 1i � , òî ìåæäó ÷ëåíàìè 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � � � �( )iz H i� � , ðàñïîëîæåííûõ íà êîíöàõ, èìååòñÿ 

êîððåëÿöèîííàÿ ñâÿçü. Â [3] ïðåäëîæåíà ìîäåëü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 

ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì, êîòîðàÿ èìååò âèä (1). Îíà ïîëó÷åíà íà 

îñíîâå èçâåñòíîé äèñêðåòíîé ìîäåëè Ìàðêîâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 

äëÿ òî÷åê 1i 	  ñ äîáàâëåííûì óñëîâèåì çàìûêàíèÿ â òî÷êå 1i �  

 1 1

1

, 1,

, 1;
n

i i i

z z i

z z i


 ��

 ��


� � ��
� � � 	�

 (1) 

ãäå � �i�  - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí; 
  è 

�  - ïîñòîÿííûå ìíîæèòåëè. 

Ïîðÿäîê ìîäåëè (1) ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íûì äëÿ 

àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîëó÷åííûõ ïî 

ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü, 

îñíîâàííàÿ íà àâòîðåãðåññèîííîé ìîäåëè m-ãî ïîðÿäêà AR(m), 

0 ,m n� �  êîòîðàÿ èìååò âèä 
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Åñëè ê (2) äîáàâèòü óñëîâèÿ çàìûêàíèÿ, òî ïîëó÷èì ìîäåëü 

çàìêíóòûõ àâòîêîððåëèðîâàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðóþ 

ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì 
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Íàïðèìåð, ïîäñòàíîâêîé m=2 â (3), ïîëó÷èì ìîäåëü (4), 

ïðîîáðàçîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Þëà äëÿ 

äèñêðåòíîãî âðåìåíè 
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Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî îöåíêå 

ýôôåêòèâíîñòè ðåøàþùèõ ïðàâèë êîíòðîëÿ êà÷åñòâà îáúåêòîâ 

ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà íåîáõîäèìû àëãîðèòìû ôîðìèðîâàíèÿ òàêèõ 

çàìêíóòûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îïèñûâàåìûõ ìîäåëüþ (3), à òàêæå 

çíàíèå èõ îñíîâíûõ ñâîéñòâ, äëÿ ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé 

ìåòîä ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è. 

Àëãîðèòì ôîðìèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 

Ìîäåëü (3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ 

 
1

m
k

k
k

A
 �
�

��z = z � , (5) 

ãäå { }izz =  – ñëó÷àéíûé âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåíòîâ 

çàìêíóòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè; i{� }��  – ñëó÷àéíûé âåêòîð 

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì 

M{ }i m�� �  è äèñïåðñèåé D{ } 2
i �� �� ; A  - îïåðàòîð ñäâèãà íàçàä; 

� �1 2, ,..., m
 
 
  - âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ; �  - ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü. 

Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A  èìååò âèä 
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Åñëè îáîçíà÷èòü 
1

m
k

k
k

B = I - A

�
� , dimB n n� � , ãäå I - åäèíè÷íàÿ 

ìàòðèöà, òî ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå 

 1B� 
z = � , (6) 
ïðè ýòîì ìàòðèöó îïåðàòîðà B  ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì 

îáðàçîì: 
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m
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B h
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P x b x
�

� �  - îïåðàòîðíûé ïîëèíîì; 

Òàê êàê ìàòðèöà Bïðåäñòàâèìà â âèäå (7), òî îíà ÿâëÿåòñÿ 

ìàòðèöåé öèðêóëÿíòíîé ôîðìû [5]. Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîðíûé 
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ïîëèíîì � �BP x  ÿâëÿåòñÿ, òàê íàçûâàåìûì, ïîëèíîìîì-

ïðåäñòàâèòåëåì ìàòðèöû B , êàæäûé ñòîëáåö êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ 

ïóòåì öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà ïåðâîãî ñòîëáöà 
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Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà 1B
  íåîáõîäèìî è 

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû det 0B  . Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöûB  ðàâåí 

ïðîèçâåäåíèþ å¸ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì 

öèðêóëÿíòíîé ôîðìû ìàòðèöû B , ìîæíî çàïèñàòü 
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 �  – j-å ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû B , 

[1, ]j n� ; 
2

exp
i

n

$" � �� � �
� �

 – êîðåíü ñòåïåíè n èç åäèíèöû, 1i � 
  - 

ìíèìàÿ åäèíèöà. 

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îòëè÷åí îò íóëÿ, åñëè íè îäíî èç 

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íå ðàâíî íóëþ, 0,j j!  % . Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ 

çàäàííûõ êîýôôèöèåíòîâ � �1, , m
 
�  òðåáóåòñÿ ïðîâåðêà ïî ôîðìóëå 

(8). Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ, èõ ìîæíî âûáðàòü èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ 

íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû öèðêóëÿíòíîé ôîðìû, ïðèâåäåííûõ â [6]. 

Èñõîäÿ èç ýòîãî, ìàòðèöà B  áóäåò íåâûðîæäåííîé, åñëè: 

1) ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ � �1, , , ,k m
 
 
� �  ñóùåñòâóåò õîòü îäèí 

êîýôôèöèåíò j
 , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 
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2) êîýôôèöèåíòû � �1, , , ,k m
 
 
� �  - ðàöèîíàëüíûå 

÷èñëà, ,k k
 � %� , ïðè÷åì 
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 � , è n � � – ïðîñòîå ÷èñëî. 

Ìàòðèöó îáðàòíîãî îïåðàòîðà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
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Ñëåäóåò çàìåíèòü, ÷òî ìàòðèöà 1B
 , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé 

äëÿ öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöû B , òàêæå áóäåò èìåòü öèðêóëÿíòíóþ 

ôîðìó [6]. Ïðè ýòîì êàæäûé ýëåìåíò 1
ijb

  ìàòðèöû 1B
  ìîæíî 

âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå 
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Èç (6) ñëåäóåò ôîðìóëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ i-é êîìïîíåíòû âåêòîðà z 
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Ïî ôîðìóëå (11) ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì ðàñ÷åòà íà ÝÂÌ 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{ }iz , ñ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ íå áîëåå 

� �2O n , åñëè ó÷åñòü, ÷òî: 
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ãäå � �1ib
  - ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû � �1 1
ijB b
 
� ; 

� �iiw "� �w  - âåêòîð êîðíåé n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû; 

, [0, 1]; ,i j n i j� 
 � � . 

Ðàññìîòðåííûé âûøå îïåðàòîðíûé ïîëèíîì 

� � 2
1 21 m

B mP x x x x
 
 
� 
 
 
 
�  òàêæå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì 

óðàâíåíèåì àâòîðåãðåññèîííîãî ïðîöåññà m-ãî ïîðÿäêà AR(m), 

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, òîëüêî åñëè âñå êîðíè � �1 k mx x x� �  

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ � �BP x  ëåæàò âíå åäèíè÷íîãî êðóãà 

1,kx k	 % [4]. Åñëè ïàðàìåòðû � �1 m
 
�  òàêèå, ÷òî óêàçàííîå óñëîâèå 

âûïîëíÿåòñÿ, òî äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ çàìêíóòîé àâòîêîððåëèðîâàííîé 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëà (3), ïîñëå 

ïðåäâàðèòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ m íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé 

� �1 , [1, ]n kz k m
 � �  ïî ôîðìóëå (11). Â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëèòåëüíàÿ 

ñëîæíîñòü àëãîðèòìà óìåíüøèòüñÿ, ïîñêîëüêó � �n m
  ýëåìåíòîâ 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ ðåêóðñèâíî ïî ôîðìóëå (3). 

Äîêàæåì, ÷òî åñëè ïàðàìåòðû � �1, , , ,k m
 
 
� �  âûáðàíû òàê, ÷òî 

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 
1

1
m

k
k



�

�� , òî â ýòîì ñëó÷àå êðîìå 

ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà 1B
  òàêæå áóäåò îáåñïå÷åíà 
ñòàöèîíàðíîñòü ïðîöåññà (2). Äîïóñòèì, ÷òî òàêîé âûáîð ïðèâîäèò ê 

òîìó, ÷òî îäèí èç êîðíåé , [1, ],kx x k m k� � &  õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî 

óðàâíåíèÿ � �BP x  ëåæèò âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà 1x � , òåì ñàìûì 

íàðóøàÿ óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè. Òàê êàê x  - êîðåíü � �BP x , òî 

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâî 2
1 21 m

mx x x
 
 
� � � �� . Ââèäó òîãî, 

÷òî 1x � , èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî 21 ... mx x x	 	 	 	  è, 

ñëåäîâàòåëüíî: 
 � � � �2 2

1 2 1 2 1 21 ... ... m m
m m mx x x x x x x
 
 
 
 
 
 
 
 
	 � � � 	 � � � ( � � �� .  
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Â ýòîì ñëó÷àå, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ñòðîãî áîëüøå ïðàâîé, è 

ïîýòîìó íèêàêîå 1x �  íå îáðàùàåò � �BP x  â òîæäåñòâî è, 

ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò áûòü êîðíåì. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñóììà 

ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ ìåíüøå åäèíèöû, òî âñå êîðíè 

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà � �BP x  ëåæàò âíå åäèíè÷íîãî êðóãà 

1x 	 , îáåñïå÷èâàÿ ñòàöèîíàðíîñòü àâòîðåãðåññèîííîãî 

ïðîöåññà AR(m). 

Îñíîâíûå ñâîéñòâà 

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âñåõ êîìïîíåíò âåêòîðà z  îäèíàêîâî 

è ðàâíî 

 ) *1 1 1 1
1 1

1 1 1

1

M[ ] M
1

n n n

i ij h ij j m
j j j

k
k

m
z b m b m b m �

� � �

�
� � � � � !





 
 
 


� � �

�

� � � � �



� � �
�

.(12) 

Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ñëó÷àéíîãî âåêòîðà z  ðàâíà 

 � �T T 2 1 1M[ ]
T2

z zR B B�� � 
 
� 
 �zzz m m . (13) 

Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà zR  ñèììåòðè÷íàÿ è ïîëîæèòåëüíî 

îïðåäåëåííàÿ, òàê êàê äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà v  âûïîëíÿåòñÿ 

íåðàâåíñòâî � �� � � �
2

2 1 1 2 1 0,
T TT 2 2 nB B B� �� � � �
 
 
� 	 % �v v v v � . 

Åñëè îáîçíà÷èòü k i j� 
 , òî èñïîëüçóÿ (13), (10) è ôîðìóëó 

ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ 

êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè, êîòîðîå ïðèìåò âèä 

 
� �

� �

� �2 2 2 21 1

2 2
1 11

1

( ) , [0, ], .

1

k t k tn n

m
t th t t

h
h

R k k n k
n n

� �� � � �" "
!


 "


 


� �


�

� � � �



� �

�
� (14) 

Ìíîæåñòâî � � ) *2
, 1, ,i i n i! 


� � �  ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì 

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû � �1 1 T
B B
 
 , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé 

öèðêóëÿíòíîé ôîðìû, ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå äâóõ öèðêóëÿíòíûõ 

ìàòðèö äàåò öèðêóëÿíòíóþ. Ó âåùåñòâåííûõ ìàòðèö öèðêóëÿíòíîé 

ôîðìû âñåãäà åñòü êðàòíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ 

êîòîðûõ çàâèñèò îò ÷åòíîñòè n . Äëÿ ìàòðèöû � �1 1 T
B B
 
  îíè áóäóò 

âñòðå÷àòüñÿ â òàêîì ïîðÿäêå 
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 � � � �
� �

2 2 2 2 2

1 1 22

2 2 2 2 2 2

1 1 1 2

, , , , , , , 2 , ,

, , , , , , , , 2 1;

s s s

i

s s s s

n s s

n s

! ! ! ! !
!

! ! ! ! ! !


 
 
 
 

�



 
 
 
 
 

� �

� � ��� �
� � �
�

� � �

� �
 (15) 

Ñ ó÷åòîì (15) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ êîâàðèàöèè 

ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 

� � � �

� � � �� �

2 2 1 1/22

2 2 2
21 /2 1

2 2 1 11 /2

2 2
21

1
, mod2 0,

( )

1
, mod2 1.

n
k k t k tn

t tn

k t k tn

t t

n
n

R k

n
n

�

�

� � " " "
! !!

� � " "
! !


 
 


��


 
 
�

�

� + ,
�� - .� � �� - .

� - ./ 0� �
� + ,�� � �- .
� - ./ 0�

�

�

 (16) 

Òàê êàê çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé � �2 cos 1
n
k

k" $� � 1  è 

� � � �1 1 2 ( 1)
2cosk t k t k t

n

$" "
 
 
 
� �� � � �
� �

 íå çàâèñÿò îò çíàêà k , òî èç (16) 

ñëåäóåò, ÷òî ( ) ( ) ( )R k R k R n k� 
 � 
 : òàêèì îáðàçîì êîâàðèàöèîííàÿ 

ôóíêöèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî òî÷êè / 2k n� . 

Äèñïåðñèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíà 

 ) * � �� �
2 2 2 2

22 1 1 2 1 2

1

(0) t r
n T

i t
t

D z R B B B
n n

� �
�

� � � �
! � �
 
 
 


�

� � � �� , (17) 

ãäå 1B
  - íîðìà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà 

1B
 . 

Åñëè äèñïåðñèÿ [ ]iD z  çàäàíà, òî çíà÷åíèå �  ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî 

ôîðìóëå (17), ïîëàãàÿ èçâåñòíîé äèñïåðñèþ 2
�� . 

Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê 

( ) ( ) / (0)r k R k R� . 

Åñëè êîìïîíåíòû { }i�  âåêòîðà �  íåçàâèñèìûå íîðìàëüíûå 

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òîãäà (6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èõ ëèíåéíîå 

ïðåîáðàçîâàíèå è âåêòîð { }izz =  èìååò ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå 

ðàñïðåäåëåíèå ñ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé zR  è ìàòåìàòè÷åñêèì 

îæèäàíèåì M[ ]iz . Â ýòîì ñëó÷àå çàìêíóòûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 

îäèíàêîâîé äëèíû n  îòâå÷àþò òðåáîâàíèþ ñòàöèîíàðíîñòè â óçêîì 

ñìûñëå. 
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Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò 

Äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìîâ ôîðìèðîâàíèÿ 

çàìêíóòûõ àâòîêîððåëèðîâàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî 

âû÷èñëèòü äëèíó âåêòîðà íåâÿçêè *� � 
� � � , ãäå êîìïîíåíòû 

âåêòîðà � �* *
i���  îïðåäåëÿþòñÿ ïî âåêòîðó z  è èçâåñòíûì 

ïàðàìåòðàì ìîäåëè, ñëåäóþùèì îáðàçîì 

 

1 1
1

1
*

1

1

1
, 1,

1
, 1 ,

1
, .

m

k n k
k

i m

i i k i k k n k i
k k i

m

i k i k
k

z z i

z z z i m

z z m i n



�

� 
 

�



�


 �
�





 
 �
� �



�

� + ,

 �� - .

/ 0�
� + ,�� 
 
 � �� - .

/ 0�
� + ,� 
 � �- .� / 0�

�

� �

�

  

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áûëà ïîëó÷åíà 
âåëè÷èíà íåâÿçêè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ðàçëè÷íûì ïîðÿäêîì 

ìîäåëè m ðàâíûì êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ âåêòîðà � �1 m
 
�� �  è ïðè 

ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðàõ 100n � , 2 1�� �  è 1� � . Ðåçóëüòàòû 

ïðåäñòàâëåíû â òàáë.1-òàáë.3 äëÿ äâóõ àëãîðèòìîâ: I – ëèíåéíîãî 
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî ôîðìóëå (6) è II – ïî ôîðìóëå (3), ñ 
ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëåííûìè íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïî ôîðìóëå 

(6). Â òàáë. 1 âåêòîð �  çàäàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîáëþäàëèñü 
óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè àâòîðåãðåññèîííîé ìîäåëè, à ïàðàìåòð 

0m� � . Â òàáë.2 âåêòîð �  òàêîé æå, êàê è â òàáë.1, íî ïàðàìåòð 

100m� � . Â òàáë.3 0m� �  è âåêòîð �  âûáðàí òàê, ÷òîáû óñëîâèÿ 

ñòàöèîíàðíîñòè íàðóøàëèñü. 
Òàáëèöà 1 

�  {0.9} {-0.9} {0.7; 0.2} 
{0.6; -0.2; 
0.1} 

{0.1; 0.1; 0.6; 
0.1} 

�
I

�  2.3×10-14 1.7×10-14 1.4×10-14 8.3×10-15 8.7×10-15 

�
II

�  4.2×10-15 1.2×10-15 2.5×10-15 1.8×10-15 2.1×10-15 

 
Òàáëèöà 2 

�  {0.9} {-0.9} {0.7; 0.2} 
{0.6; -0.2; 
0.1} 

{0.1; 0.1; 0.6; 
0.1} 

�
I

�  1.4×10-12 4.2×10-12 1.8×10-12 1.7×10-12 1.7×10-12 

�
II

�  3.5×10-13 2.1×10-13 9.7×10-13 4.4×10-13 4.5×10-13 
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Òàáëèöà 3 

�  {1.5} {-1.5} {0.9; 0.5} 
{0.9; 0.5; 
0.7} 

{0.9; 0.7; 0.3; 
0.1} 

�
I

�  1.1×10-14 8.9×10-15 9.2×10-15 9.1×10-15 8.3×10-15 

�
II

�  133.6 153.3 0.121 282.1 331,3 

 
Êàê ñëåäóåò èç òàáë.1 ðàññìîòðåííûå àëãîðèòìû îáåñïå÷èâàþò 

ìàëóþ âåëè÷èíó íåâÿçêè 1410 0
� 2 2� . Àíàëèç òàáë.2 ïîêàçûâàåò, 

÷òî âåëè÷èíà m�  ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò íóëÿ, à íåîáõîäèìîñòü 

âûïîëíåíèÿ òðåáîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè àâòîðåãðåññèîííîé ìîäåëè 

äëÿ àëãîðèòìà II, âèäíà èç òàáë.3. 

Íà ðèñ.1, â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîêàçàíû òðàåêòîðèè 

ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè 

ïàðàìåòðàìè ìîäåëè 30n � , 2 1�� � , 0m� � , 1� �  è ðàçíûìè 

êîýôôèöèåíòàìè � �k
 . Çíà÷åíèå ïîëÿðíîãî óãëà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî 

ôîðìóëå � �1i i3 3� � � 
 , ãäå 2 / n3 $� � . Çíà÷åíèå ïîëÿðíîãî ðàäèóñà 

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 0( ) ( )i H H i4 3 � � � , ãäå 0 5H � , ( ) iH i z� � . 

Çàìêíóòûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîêàçàííûå íà ðèñ.1, áûëè 

ñôîðìèðîâàíû èç îäíîé è òîé æå âûáîðêè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ 

âåëè÷èí ïî àëãîðèòìó II. 

  
à)  á) 

Ðèñóíîê 1 - Ïðèìåðû òðàåêòîðèé çàìêíóòûõ ñëó÷àéíûõ 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé; 

à) � �0.9�� ; á) � �0.9, 0.4� 
�  
 

Äëÿ ïàðàìåòðîâ 1� � , 0m� � , 12
�� �  ìîäåëè áûëî âûïîëíåíî 

ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè ñî 

çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè íà îñíîâå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. 
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Äëÿ ýòîãî ãåíåðèðîâàëîñü N=10000 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàçìåðîì 

n=30 êàæäàÿ. Äëÿ ïîëó÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áûëî 

çàôèêñèðîâàíî ñå÷åíèå â òî÷êå i=1, ïîñëå ÷åãî ñ øàãîì 

[0, ],k n k� � �âû÷èñëÿëñÿ êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó 1-ì è 

i+k-ì ñå÷åíèÿìè. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â âèäå ãðàôèêà íà 

ðèñóíêå 2, ãäå òî÷êè – ýòî âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ 

êîððåëÿöèè, à ëèíèè ñîåäèíÿþò òî÷êè, ïîëó÷åííûå ðàñ÷åòíûì ïóòåì 

ïî ôîðìóëå (14). 

Ðèñóíîê 2 - Ýìïèðè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîððåëÿöèè 
 

Êàê âèäíî íà ðèñ.2 ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ êîððåëÿöèè 

ïðàêòè÷åñêè òàêèå æå, êàê è ðàñ÷åòíûå, à óâåëè÷åíèå ïîðÿäêà 

ìîäåëè ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ðàçëè÷íûìè 

êîððåëÿöèîííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. 

Âûâîäû 

1. Ïðåäëîæåíà ìîäåëü àâòîêîððåëèðîâàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 

èçìåðåíèé âäîëü æîðäàíîâûõ òðàåêòîðèé, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò 

êîððåëÿöèîííóþ ñâÿçü ìåæäó êðàéíèìè å¸ ÷ëåíàìè. Âîçìîæíîñòü 

âûáîðà ïîðÿäêà ìîäåëè ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ 

øèðîêèì ðàçíîîáðàçèåì êîððåëÿöèîííûõ ñâîéñòâ. 

2. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ôîðìèðîâàíèÿ òàêèõ 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ðàáîòîñïîñîáíîñòü êîòîðûõ ïðîâåðåíà íà îñíîâå 

âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ êàæäîãî ÷ëåíà 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèáî ëèíåéíîå 

ïðåîáðàçîâàíèå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ëèáî, ñ ïîìîùüþ 

ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èòü òîëüêî m íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé, à 

îñòàëüíûå, ðàññ÷èòàòü, èñïîëüçóÿ èçâåñòíóþ ôîðìóëó àâòîðåãðåññèè 

m-ãî ïîðÿäêà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ïàðàìåòðû ìîäåëè 
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äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü òîëüêî óñëîâèþ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî 

îïåðàòîðà, à âî âòîðîì, åùå äîïîëíèòåëüíî è òðåáîâàíèþ 

ñòàöèîíàðíîñòè (àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè) àâòîðåãðåññèîííîé 

ìîäåëè m-ãî ïîðÿäêà AR(m). 

3. Èññëåäîâàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: èõ 

äèñïåðñèè è ôóíêöèè àâòîêîððåëÿöèè çàâèñÿò îò ðàçìåðà âûáîðêè, 

ïðè÷åì àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî 

òî÷êè / 2n . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäèíàêîâîãî ðàçìåðà ñ íîðìàëüíûì 

çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèþ 

ñòàöèîíàðíîñòè â óçêîì ñìûñëå. 
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