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Âàæëèâîþ çàäà÷åþ ðîçâèòêó ïðîìèñëîâîñò³ Óêðà¿íè º 
ðåñóðñîçáåðåæåííÿ ïðè âèðîáíèöòâ³ ñòàë³, à òàêîæ ï³äâèùåííÿ ÿêîñò³ 
ìåòàëîïðîäóêö³¿ òà çàáåçïå÷åííÿ ¿¿ êîíêóðåíòîñïðîìîæíîñò³ íà 
ñâ³òîâîìó ðèíêó. Çíà÷íå ì³ñöå ïðè öüîìó çàéìàþòü êîâøîâà îáðîáêà 
ñòàë³.  

Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü òåïëîïåðåíîñó ó ãàçîð³äèííîìó ñåðåäîâèù³ 
ðîçïëàâ-ãàç, ïîáóäîâàíà ó ðàìêàõ êîíöåïö³¿ âçàºìîä³þ÷èõ òà 
âçàºìîïðîíèêàþ÷èõ êîíòèí³óì³â ïî ìåòîäèö³, ùî îïèñàíà ó [1], áóëà 
ïðåäñòàâëåíà ó [2]. Ó [1], [2] òà äåÿêèõ ³íøèõ ðîáîòàõ ìåòîäè 
âèçíà÷åííÿ òåïëîâîãî ñòàíó êîâøà íå âðàõîâóâàëè ã³äðîäèíàì³÷í³ 
îñîáëèâîñò³ ïîâåä³íêè ðîçïëàâó ìåòàëó, ùî âæå íå â³äïîâ³äàº 
ñó÷àñíèì âèìîãàì, òàê ÿê ïðîöåñè ðóõó ìåòàëó ìàþòü âåëèêèé âïëèâ 
íà òåïëîïåðåíîñí³ ïðîöåñè. Â ñòàòò³ [3] ïðåäñòàâëåíî òðèâèì³ðíó 
ìîäåëü ñïðÿæåíèõ ã³äðîäèíàì³÷íèõ òà òåïëîïåðåíîñíèõ ïðîöåñ³â ó 
êîâø³ ï³ä ÷àñ éîãî ïðîäóâàííÿ. 

Â äàí³é ñòàòò³ ðîçãëÿíóòî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñïðÿæåíèõ 
ã³äðîäèíàì³÷íèõ òà òåïëîïåðåíîñíèõ ïðîöåñ³â ó êîâø³ ïðè 
ïðîäóâàíí³ êð³çü äîíí³ ôóðìè ï³ä ÷àñ íàïîâíåííÿ, ïðè÷îìó â äàíîìó 
âèïàäêó çàãàëüíà ã³äðîäèíàì³÷íà êàðòèíà êàðäèíàëüíî â³äð³çíÿºòüñÿ 
â³ä àíàëîã³÷íîãî ñòàö³îíàðíîãî âèïàäêó. 

Äèíàì³êà ãàçîð³äèííîãî ñåðåäîâèùà îïèñóºòüñÿ íàñòóïíîþ 
ñèñòåìîþ ð³âíÿíü. Ïî-ïåðøå, öå ð³âíÿííÿ Íàâ’º-Ñòîêñà äëÿ âèïàäêó 
ñîëåíî¿äàëüíîãî ðóõó ñåðåäîâèùà ãàç-ðîçïëàâ: 

                                 
�© Êàáàêîâ Ä.Þ., Ñàìîõâàëîâ Ñ.ª., 2012 
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êîåô³ö³ºíò îá’ºìíîãî ãàçîâì³ùåííÿ, p�  — òèñê, ïîä³ëåíèé íà 0
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— ïðèñêîðåííÿ â³ëüíîãî 

ïàä³ííÿ. 

Ð³âíÿííÿ (1) äîïîâíåíî äî ïîâíî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü ð³âíÿííÿì 

íåðîçðèâíîñò³ çà óìîâè ñîëåíî¿äàëüíîñò³ ðóõó ñåðåäîâèùà: 
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òà ð³âíÿííÿì êîíâåêòèâíîãî òåïëîïåðåíîñó â ãàçîð³äèííîìó 

ñåðåäîâèù³ [1], çàïèñàíîìó ó íàáëèæåíí³ ìàëîãî � : 
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äå �  – îá’ºìíå äæåðåëî ãàçîâî¿ ôàçè, w
�
 — äèôóç³éíà øâèäê³ñòü 

ãàçîâî¿ ôàçè, T – òåìïåðàòóðà ñåðåäîâèùà, ea  – êîåô³ö³ºíò 

åôåêòèâíî¿ òåìïåðàòóðîïðîâ³äíîñò³. 

Ñèñòåìà ð³âíÿíü çã³äíî ìåòîäó ðîçùåïëåííÿ çà ô³çè÷íèìè 

ôàêòîðàìè, îïèñàíèé ó [4], ìîæå áóòè ïîäàíà ó íàñòóïíîìó âèãëÿä³: 

² åòàï 
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äå � – êðîê çà ÷àñîì, à âåðõí³ ³íäåêñè îçíà÷àþòü íîìåð ÷àñîâîãî 

øàðó. 
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Íà äðóãîìó åòàï³ ðîçâ’ÿçóºòüñÿ ð³âíÿííÿ Ïóàññîíà â³äíîñíî 

òèñêó. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòàíî ìåòîä ³òåðàö³é, ÿêèé íå çàëåæèòü â³ä 

ðîçðàõóíêîâî¿ îáëàñò³. 

Çà ðîçðàõóíêîâó îáëàñòü âçÿòî óñ³÷åíèé êîíóñ. Âðàõîâóþ÷è 

òðèâèì³ðíó êîíô³ãóðàö³þ ãðàíè÷íèõ óìîâ òà â³ëüíî ðîçòàøîâàí³ 

àð´îíí³ ôóðìè, çàäà÷ó, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ, ðîçâ’ÿçàíî â ïîâí³é 

òðèâèì³ðí³é ïîñòàíîâö³ â öèë³íäðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ( ,r z�� ). Çàäà÷ó 

ðîçâ’ÿçàíî íà øàõîâ³é ñ³òö³, ùî îáðàìëåíà øàðîì çàãðàíè÷íèõ 

êîì³ðîê. Ñêàëÿðí³ âåëè÷èíè çàäàþòüñÿ ó öåíòðàõ êîì³ðîê, âåêòîðí³ – 

íà ãðàíÿõ.  
Ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ øâèäêîñòåé. Äëÿ ïàðàëåëüíèõ øâèäêîñòåé 

âçÿòî óìîâó ÷àñòêîâîãî ïðèëèïàííÿ íà òâåðäèõ ïîâåðõíÿõ ³ óìîâó 

â³ëüíîãî êîâçàííÿ íà îñ³ ñèìåòð³¿. Äëÿ ïåðïåíäèêóëÿðíèõ 

øâèäêîñòåé – óìîâó íåïðîò³êàííÿ. Íà â³ëüí³é ïîâåðõí³ – óìîâó 

â³ëüíîãî ïðîò³êàííÿ. 

Ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ êîåô³ö³ºíòà ãàçîâì³ùåííÿ. Íà òâåðäèõ 

ïîâåðõíÿõ ³ îñ³ ñèìåòð³¿ ïðèéíÿòî óìîâó íåïðîò³êàííÿ, à íà â³ëüí³é 

ïîâåðõí³ — óìîâó â³ëüíîãî ïðîò³êàííÿ. 

Ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ òåïëîïåðåíîñó. Íà ñò³íêàõ, â³ëüí³é 

ïîâåðõí³ òà äíèù³ çàäàíî óìîâè åôåêòèâíî¿ êîíâåêòèâíî¿ 

òåïëîâ³ääà÷³ ç êîåô³ö³ºíòàìè òåïëîâ³ääà÷³, ÿê³ ë³í³éíî çàëåæàòü â³ä 

òåìïåðàòóðè(òîáòî ð³çí³ íà ñò³íêàõ, äíèù³ òà â³ëüí³é ïîâåðõí³). 

Ãðàíè÷í³ óìîâè, ÿê³ âðàõîâóþòü íàïîâíåííÿ. Çã³äíî çàäàíîãî 

÷àñó íàïîâíåííÿ íàïT  âèðàõîâóºòüñÿ ñåðåäíÿ øâèäê³ñòü äçåðêàëà 

ìåòàëó /äç íàïV H T� , òà ÷àñ íàïîâíåííÿ îäíîãî øàðó êîì³ðîê ïî 

âèñîò³ /ø íàïT T MK� , äå H– âèñîòà êîâøà, MK  – ê³ëüê³ñòü êîì³ðîê 

ïî âèñîò³. Øâèäê³ñòü ñòðóìåíþ çíàõîäèòüñÿ ïî ôîðìóë³:  
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äå MI  – ê³ëüê³ñòü êîì³ðîê ïî ðàä³óñó íà ïîòî÷í³é âèñîò³(íàãàäàºìî, 

ùî ðîçðàõóíêîâà îáëàñòü ìàº ôîðìó óñ³÷åíîãî êîíóñó). ñòðV  çàäàºòüñÿ 

ó ïåðøèõ êîì³ðêàõ ïî ðàä³óñó íà âèñîò³ ïîòî÷íîãî ð³âíÿ ìåòàëó, 

äçV  – çàäàºòüñÿ â óñ³õ êîì³ðêàõ íà âèñîò³ ïîòî÷íîãî ð³âíÿ ìåòàëó, 

îêð³ì òèõ, â ÿêèõ çàäàíî øâèäê³ñòü ñòðóìåíþ. Êîæí³ øT  ñåêóíä 

ð³âåíü ìåòàëó çá³ëüøóºòüñÿ íà îäíó êîì³ðêó ïî âèñîò³. 

Ïîäà÷à ãàçó ÷åðåç ôóðìè ïðîâîäåíà øëÿõîì ââåäåííÿ â ì³ñöÿõ ¿õ 

ðîçòàøóâàííÿ äæåðåëà ãàçîâî¿ ôàçè îá'ºìíî¿ ãóñòèíè: 
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äå q  – ðîçõ³ä àð´îíó ÷åðåç ôóðìó â îäèíèöþ ÷àñó, kV  – îá’ºì çîíè 

ôîðìóâàííÿ áàðáîòàæíîãî ðåæèìó â îáëàñò³ á³ëÿ ôóðìè (â 

ðîçðàõóíêàõ â³í äîð³âíþº îá’ºìó ðîçðàõóíêîâî¿ êîì³ðêè). 

Ïîäàíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü áóëà ïðîãðàìíî ðåàë³çîâàíà ó 

ñåðåäîâèù³ Qt íà àëãîðèòì³÷í³é ìîâ³ C++. Â ðîçðàõóíêàõ áóëè 

ïðèéíÿò³ íàñòóïí³ ïàðàìåòðè: âåðõí³é ðàä³óñ êîâøà: 2.8 ì, íèæí³é 

ðàä³óñ êîâøà: 2 ì, âèñîòà êîâøà: 4.2 ì; äîíí³ ôóðìè áóëè 

ðîçòàøîâàí³ êóòàõ íà 49° òà 311°, â³äñòàíü â³ä îñ³ ñèìåòð³¿ äî ôóðì: 

1.2 ì, ðîçõ³ä àð´îíó ÷åðåç îäíó ôóðìó: 0.0001 ì3/ñ (6 ë/õâ); ÷àñ 

íàïîâíåííÿ: 300 ñ, ïî÷àòêîâèé ð³âåíü ìåòàëó: 1.5 ì; ïî÷àòêîâà 

òåìïåðàòóðà ìåòàëó òà ñòðóìåíþ ìåòàëó: 1600 °Ñ, òåìïåðàòóðà 

íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà: 30 °Ñ, òåïëîïðîâ³äí³ñòü íà ñò³íêàõ: 35 

Âò/(ì2·°Ñ), íà äí³: 12 Âò/(ì2·°Ñ), òåìïåðàòóðà íàä â³ëüíîþ ïîâåðõíåþ 

ìåòàëó: 1200 °Ñ, òåïëîïðîâ³äí³ñòü â³ëüíî¿ ïîâåðõí³: 100 Âò/(ì2·°Ñ). 

Äàë³ àíàë³çóºìî ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ íà 320 ñåêóíä³ ï³ñëÿ 

ïî÷àòêó íàïîâíåííÿ ³ ïðîäóâàííÿ. 

Ðîçïîä³ë øâèäêîñòåé òà ïîëå ¿õ íàïðÿìê³â ó ïîïåðå÷íîìó ïåðåð³ç³. 

Çàôàðáóâàííÿ â³ä 0–0.02(á³ëèé) äî 0.16 ì/ñ. Êîëîì ïîçíà÷åíà ôóðìà. 

Ðèñ. 1. Ïåðåð³ç, ó ÿêîìó 
ðîçòàøîâàíà ôóðìà 

Ðèñ. 2. Ð³âíîâ³ääàëåíèé â³ä îáîõ 
ôóðì ïåðåð³ç 

Íà ðèñóíêó 1 ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî íàéá³ëüøîãî çíà÷åííÿ 

øâèäêîñò³ ñÿãàþòü íàä ôóðìîþ – 0.16 ì/ñ. Íà ðèñóíêàõ 1 ³ 2 

ïðèñóòí³ «çàëèøêè» øâèäêîñòåé â³ä ñòðóìåíþ ïî öåíòðó êîâøà. 

Ïîò³ê ñòðóìåíþ ï³äõîïëþºòüñÿ ïîòîêîì, ùî óòâîðèâñÿ çàâäÿêè 

ïðîäóâàííÿì ãàçîì, óòâîðþþ÷è âåëèêèé âèõîð, ÿêèé çìåíøóº 

³íòåíñèâí³ñòü ï³äâîäó òåïëîãî ìåòàëó ç³ ñòðóìåíþ äî ñò³íîê. Öå 
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ìîæíà ïîáà÷èòè íà ðèñóíêó 1 – ïåðåâàæåííÿ âåðòèêàëüíèõ 

øâèäêîñòåé íàä ðàä³àëüíèìè ó çîí³ ì³æ ïîòîêîì ãàçó òà ñò³íêîþ 

î÷åâèäíî. Ñàìå çàâäÿêè öüîìó, çã³äíî ðèñ. 3 òà 4, ìîæíà ïîáà÷èòè, 

ùî íàéìåíøîãî îõîëîäæåííÿ çàçíàëà çîíà ì³æ ôóðìîþ òà ñò³íêîþ. 

Ðîçïîä³ë òåìïåðàòóð. 

1 – á³ëüøå 1598 °Ñ; 2 – â³ä 1596 äî 1598 °Ñ; 3 – â³ä 1954 äî 1956 °Ñ; 4 – 
ìåíøå 1954 °Ñ. Êîëîì ïîçíà÷åíà ôóðìà. 

Ðèñ. 3. Ïåðåð³ç, ó ÿêîìó 
ðîçòàøîâàíà ôóðìà 

Ðèñ. 4. Ð³âíîâ³ääàëåíèé â³ä îáîõ 
ôóðì ïåðåð³ç 

Ïðîàíàë³çóâàâøè ïîëå íàïðÿìê³â øâèäêîñòåé, áà÷èìî, ùî 

íàéá³ëüøå îõîëîäæóºòüñÿ ìåòàë ó òèõ çîíàõ, äå ïîòîêè ìåòàëó 

ïîñò³éíî ï³äãàíÿþòü òåïëèé ìåòàë äî ñò³íîê, à îõîëîäæåíèé 

ïåðåíîñÿòü â³ä íèõ(ðèñ. 4). Ðèñ. 2 çàçíà÷àº íàÿâí³ñòü øâèäêîñòåé 

â³äì³ííèõ â³ä 0 ó ðîçãëÿíóò³é çîí³. 

²çîïîâåðõí³ òåìïåðàòóð. Ð³âí³ â³ä 1599 äî 1600 °Ñ ç êðîêîì 0.25. 

  

Ðèñ. 5. ²çîïîâåðõí³ òåìïåðàòóð Ðèñ. 6. ²çîïîâåðõí³ òåìïåðàòóð 
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Íà ðèñóíêàõ 5 ³ 6 ïðåäñòàâëåíî ³çîïîâåðõí³ ðîçïîä³ëó 

òåìïåðàòóð, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ ï³ä ð³çíèìè êóòàìè. Äëÿ ïîáóäîâè 

òàêèõ ïîâåðõîíü ó ðîçðîáëåíîìó ïàêåò³ ïðîãðàì ðåàë³çîâàíî àëãîðèòì 

Marching Cubes. 

Âèñíîâêè 

Ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñïðÿæåíèõ ã³äðîäèíàì³÷íèõ òà 

òåïëîïåðåíîñíèõ ïðîöåñ³â ó êîâø³ ï³ä ÷àñ íàïîâíåííÿ òà ïðîäóâàííÿ. 

Äëÿ ðåàë³çàö³¿ ìîäåë³ áóëî ðîçðîáëåíî ïàêåò ïðîãðàì. Öÿ ñòàòòÿ 

òàêîæ ïîêàçóº, ùî ÿêùî ïðîäóâàííÿ âåäåòüñÿ ï³ä ÷àñ íàïîâíåííÿ, òî 

â îêîëîôóðìåíèõ çîíàõ ìîæíà ñïîñòåð³ãàòè íàéìåíøå îõîëîäæåííÿ 

ïî â³äíîøåííþ äî ³íøèõ çîí ó êîâø³. 

Ó ìàéáóòíüîìó ïëàíóºòüñÿ ðåàë³çàö³ÿ ìîäåëþâàííÿ íàïîâíåííÿ ç 

ìîæëèâ³ñòþ âñòàíîâëåííÿ ñòðóìåíþ íå ò³ëüêè ïî öåíòðó êîâøà, à 

òàêîæ âðàõóâàííÿ êóòà ïàä³ííÿ ñòðóìåíþ. 
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