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Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè 

Ñåðåíäèï³â ñê³í÷åííèé åëåìåíò ç òðèêâàäðàòè÷íîþ 

³íòåðïîëÿö³ºþ âèêîðèñòîâóþòü ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ òðèâèì³ðíèõ çàäà÷ 

äèôóç³¿, ô³ëüòðàö³¿ òà òåîð³¿ ïðóæíîñò³. Ñòàíäàðòíèé áàçèñ öüîãî 

åëåìåíòà ìîæíà îòðèìàòè ìàòðè÷íèì ìåòîäîì àáî çà äîïîìîãîþ 

³íòåðïîëÿö³éíî¿ ïðîöåäóðè Òåéëîðà. Ñòàíäàðòí³ ôóíêö³¿ ôîðìè 

ìàþòü âàãîìèé íåäîë³ê: âîíè äîïóñêàþòü ïàðàçèòí³ çñóâí³ åôåêòè 

ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ ïåâíîãî êëàñó çàäà÷ [1]. 

Àíàë³ç ïóáë³êàö³é çà òåìîþ äîñë³äæåííÿ 

Âïåðøå ïîÿâó ïàðàçèòíèõ çñóâíèõ åôåêò³â áóëî âèÿâëåíî ïðè 

àíàë³ç³ êîíñîëüíî¿ áàëêè ï³ä ä³ºþ ð³âíîì³ðíîãî íàâàíòàæåííÿ, ÿêà 

ðîçâ’ÿçóâàëàñü ìåòîäîì ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â ç âèêîðèñòàííÿì 

ñåðåíäèïîâîãî ñê³í÷åííîãî åëåìåíòà ç á³êâàäðàòè÷íîþ ³íòåðïîëÿö³ºþ 

[1]. Íà á³êâàäðàòè÷íîìó ñê³í÷åííîìó åëåìåíò³ äëÿ óñóíåííÿ öüîãî 

íåäîë³êó áóëà âèêîðèñòàíà ïðîöåäóðà çãëàäæóâàííÿ ñòàíäàðòíîãî 

³íòåðïîëÿö³éíîãî ïîë³íîìà, ùî áàçóºòüñÿ íà ³íòåãðàëüíîìó ìåòîä³ 

íàéìåíøèõ êâàäðàò³â [1,2,3]. Âèëó÷åííÿ “çàéâèõ” ÷ëåí³â äîçâîëèëî 

îòðèìàòè íà åëåìåíò³ ³íòåðïîëÿö³éíèé ïîë³íîì, ùî çì³íþºòüñÿ çà 

êâàäðàòè÷íèì çàêîíîì íå ò³ëüêè âçäîâæ ïðÿìèõ, ùî ïàðàëåëüí³ 

êîîðäèíàòíèì îñÿì, àëå ³ â äîâ³ëüíîìó íàïðÿìêó. 

Ìåòà ñòàòò³ – çà äîïîìîãîþ ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â 

âèêîíàòè çãëàäæóâàííÿ áàçèñíèõ ôóíêö³é ïðîñòîðîâîãî ñê³í÷åííîãî 

åëåìåíòà ç òðèêâàäðàòè÷íîþ ³íòåðïîëÿö³ºþ. 

                                 
�© Àñò³îíåíêî ².Î., Ëèòâèíåíêî Î.²., Õîì÷åíêî À.Í., 2012 
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Îñíîâíà ÷àñòèíà 

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòîðîâèé ñê³í÷åííèé åëåìåíò ç 20 âóçëàìè, ùî 

ð³âíîì³ðíî ðîçòàøîâàí³ íà ðåáðàõ åëåìåíòà (ðèñ. 1) 

( � � 1, � � 1, � � 1). 
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Ðèñ. 1. ÑÑÅ-20 Ðèñ. 2. Ñõåìà Ïàñêàëÿ äëÿ ïðîñòîðîâîãî 
ÑÑÅ-20 (20 ïàðàìåòð³â) 

 

Ñèñòåìà áàçèñíèõ ôóíêö³¿ ñòàíäàðòíîãî åëåìåíòà ìàº âèãëÿä [4]: 

 � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �	 
 
 
 
 
 �
1

, , 1 1 1 2
8i i i i i i iN ,  

 � � � 	 �, , 1i i i , 	 1,8i . (1) 

 
� � � � � � � �� � � � � � � �	 � 
 
21

, , 1 1 1
4i i iN , 

  � � 	 �, 1i i , ³ = 9, 11, 17,19. (2) 
Ðåøòà ôóíêö³é óòâîðþþòüñÿ ³ç (2) øëÿõîì öèêë³÷íîãî 

ïåðåñòàâëåííÿ � � �, , . 

ª ï³äñòàâè ââàæàòè, ùî ïàðàçèòí³ åôåêòè, ÿê³ âèíèêàþòü ïðè 

ðîçâ’ÿçàíí³ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, âèêëèêàí³ ïðèñóòí³ñòþ “çàéâèõ” 

ìîíîì³â ó ñòàíäàðòíîìó ³íòåðïîëÿö³éíîìó ïîë³íîì³ ÑÑÅ-20 ó 

ïîð³âíÿíí³ ç ïîâíèì ïîë³íîìîì äðóãîãî ïîðÿäêó â³ä òðüîõ 

àðãóìåíò³â.  
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Ó ³íòåãðàëüíîìó ìåòîä³ íàéìåíøèõ êâàäðàò³â (ÌÍÊ) çà ì³ðó 

â³äõèëåííÿ ³íòåðïîëÿö³éíîãî ïîë³íîìà äàíîãî åëåìåíòà 

 

 � � � � � � � � � � �� � � � �� � �

� �� � � � � �� � � � � �� � �� � � �

� ��� � � �� � �� � � ���
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2 2 2 2 2 2
10 11 12 13 14 15 16

2 2 2
17 18 19 20

 (3) 

â³ä çàãëàäæóâàíî¿ ôóíêö³¿ (ïîâíîãî ïîë³íîìà äðóãîãî ïîðÿäêó â³ä 

òðüîõ àðãóìåíò³â) 

  � � � � � � � � � � �� � � � �� � � � ��	 
 
 
 
 
 
 
 
 
2 2 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10  (4) 

ïî îá’ºìó �  êóáà � � �� � �1 , , 1 ïðèéìåìî âåëè÷èíó 

 � ��   � � �
�

	 ����
2

d d d . (5) 

Ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàò³â ó ³íòåãðàëüí³é ôîðì³ äîçâîëèâ 

îòðèìàòè íîâèé ñóáñòèòóò-áàçèñ äëÿ 20-âóçëîâîãî ïðîñòîðîâîãî ÑÑÅ. 

Áàçèñí³ ôóíêö³¿ äëÿ âóçë³â 1 ³ 9 çàïèñàí³ ó íàñòóïíèõ ôîðìóëàõ: 

 
� � � � �� � �� � ��	 � 
 
 
 
 
 
 
 
 
2 2 2

1

1
( 6 3 3 3 ),

24
N

 (6) 

 
� � � ��	 � � � 
2

9

1
(3 2 2 3 2 ).

12
N

 (7) 
Ôóíêö³¿ ñóáñòèòóò-áàçèñó çàäîâîëüíÿþòü óìîâ³ âàãîâîãî áàëàíñó: 

ñóìà áàçèñíèõ ôóíêö³é íà ñê³í÷åííîìó åëåìåíò³ äîð³âíþº îäèíèö³.  

Â [3] ïîêàçàíî íîâèé àíàë³òè÷íèé ìåòîä ïîáóäîâè ³ºðàðõ³÷íèõ 

ôîðì áàçèñíèõ ôóíêö³é ñê³í÷åííîãî åëåìåíòà, â ÿêîìó áàçèñí³ 

ôóíêö³¿ îòðèìàíî çà äîïîìîãîþ àäèòèâíîãî óòî÷íåííÿ. Öåé ìåòîä 

äîâîäèòü íåîäíîçíà÷í³ñòü àïðîêñèìàö³¿ ôóíêö³¿ äâîõ ³ òðüîõ 

àðãóìåíò³â íà ñåðåíäèïîâèõ åëåìåíòàõ âèùèõ ïîðÿäê³â.  

Ìíîæèíó àëüòåðíàòèâíèõ áàçèñ³â íà ÑÑÅ-20 ìîæëèâî îòðèìàòè 

äîäàâàííÿì äî ïîâåðõí³ ñòàíäàðòíîãî áàçèñó (ôîðìóëè (1)-(2)) 

ïîâåðõí³ äðóãîãî ïîðÿäêó ç â³äïîâ³äíèì êîåô³ö³ºíòîì K : 

 
� � � � � �

� � � �� �

� � �

� � � �� �� �� � � �

	 � � � �

� � � � � 
 
 
 
 
 
 


1

1
1 1 1

8

2 2 2 2 3 ,

N

K
 (8) 

  
� � � � � � � � � � � �� � � � � � �� �	 � � � 
 � 
 
 
� �

� �
9

1 1
1 1 1 1 1 2

4 2
N K , (9) 

äå 1 9,N N - ìîäèô³êîâàí³ áàçèñí³ ôóíêö³¿ ÑÑÅ-20.  
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Çàïèøåìî óçàãàëüíåí³ ôîðìóëè äëÿ ðåàë³çàö³¿ àíàë³òè÷íîãî 

ìåòîäó ïîáóäîâè ³ºðàðõ³÷íèõ ôîðì áàçèñíèõ ôóíêö³é 20-âóçëîâîãî 

ÑÑÅ [3]: 

 
� � � � � �� � � � � � � � � � � �

� � �� � � �� � � �� � � � � � �

	 
 
 
 � � 
 
 
 



 
 
 � � � 


1
1 1 1 ( 2

8
( 2 2 2 3)),

i i i i i i i

i i i i i i i i i

N

K  

 � � � 	 �, , 1i i i , 	 1,8i , (10) 

 
� � � � � � � �� � � � � � � � �� �	 � 
 
 � � �� �

� �
21 1

1 1 1 1 2 ,
4 2i i i i iN K  

 � � 	 �, 1i i , ³ = 9, 11, 17, 19. (11) 
Ðåøòà ôóíêö³é óòâîðþþòüñÿ ³ç (11) øëÿõîì öèêë³÷íîãî 

ïåðåñòàâëåííÿ � � �, , .  

Àëüòåðíàòèâí³ áàçèñè íà ÑÑÅ-20 ìàþòü äâàäöÿòü ø³ñòü ìîíîì³â ó 

³íòåðïîëÿö³éíîìó ïîë³íîì³.  

Çàóâàæåííÿ. Âì³ííÿ åôåêòèâíî êåðóâàòè ê³ëüê³ñòþ ïàðàìåòð³â 

³íòåðïîëÿö³éíîãî ïîë³íîìà º äóæå âàæëèâèì â òåîð³¿ ñåðåíäèïîâèõ 

àïðîêñèìàö³é. Â äåÿêèõ çàäà÷àõ âèíèêàº íåîáõ³äí³ñòü âêëþ÷àòè 

äîäàòêîâ³ (“ïðèõîâàí³”) ïàðàìåòðè, òàê ùî ê³ëüê³ñòü ïàðàìåòð³â 

ïåðåâèùóº ê³ëüê³ñòü âóçë³â. ²íêîëè íàâïàêè, âèëó÷åííÿ “çàéâèõ” 

÷ëåí³â çàáåçïå÷óº çãëàäæóâàííÿ äåôîðìàö³¿. 

Ì³í³ì³çóþ÷è ôóíêö³îíàë (5) ç ï³ä³íòåãðàëüíèìè ôóíêö³ÿìè (8) ³ 

(9), ìîæíà îòðèìàòè çãëàäæåí³ ôóíêö³¿ ç ïàðàìåòðîì: 

 
� � � � � � � �

�

� � � � � �

�� �� ��

� � �	 � 
 
 � 
 
 
 � 
 
 
� � �
� ��


 
 


2 2 2
1

1 4
6 8 1 3 4

24 3

,

N K K K
(12) 

 
� � � � � � � � � �� �� � � � � ��	 � 
 � 
 
 � 
 
 
2 2 2

9
1

9 8 2 6 6 9 3 6
36

N K K K K .(13) 

Ðåøòà ôóíêö³é óòâîðþþòüñÿ ³ç (13) øëÿõîì öèêë³÷íîãî 

ïåðåñòàâëåííÿ � � �, , .  

Äëÿ ôóíêö³é ôîðìè ñóáñòèòóò-áàçèñó ³íòåðïîëÿö³éíà ã³ïîòåçà 

Ëàãðàíæà íå âèêîíóºòüñÿ.  

Çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ � � �1( , , )N ó âóçëàõ ÑÑÅ-20 (òàáë. 1): 
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Òàáëèöÿ 1 

¹ âóçëà 1 2 3 4 5 6 7 

1N  
1

8
 �

1

24 9

K
 �

1 2

8 9

K
 �

1

24 9

K
 �

1

24 9

K

 

�
1 2

8 9
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�
3 1
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1N  �
1 2
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K
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1N  �
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1
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K
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1
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1
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Äëÿ � � �9 ( , , )N  (òàáë. 2): 

Òàáëèöÿ 2  

¹ âóçëà 1 2 3 4 5 6 7 

9N  
1

2
 

1

2
 � 


1

6 9

K
� 


1

6 9

K
� 


1

6 9

K
� 


1

6 9

K

 

� 

1 2

6 9

K

¹ âóçëà 
8 9 10 11 12 13 14 

9N  � 

1 2

6 9

K

 

�
3

4 6

K

 
�

1

6 36

K

 
�

1

12 18

K

 
�

1

6 36

K

 
�

1

6 36

K
 �

1

6 36

K

 
¹ âóçëà 

15 16 17 18 19 20  

9N  � 

1

6 12

K

 
� 


1

6 12

K

 
�

1

12 18

K
 � 


1

6 12

K



1

12 18

K
� 


1

6 12

K

 
 

 

Ðîçãëÿíåìî ïîâóçëîâèé ðîçïîä³ë ð³âíîì³ðíî¿ ìàñîâî¿ ñèëè ïî 

âóçëàõ òðèêâàäðàòè÷íîãî ñê³í÷åííîãî åëåìåíòà ç³ çãëàäæåíîþ 

àïðîêñèìàö³ºþ. Äëÿ ÑÑÅ âóçëîâà äîëÿ ð³âíîì³ðíî¿ ìàñîâî¿ ñèëè 

âèçíà÷àºòüñÿ ïîòð³éíèì ³íòåãðàëîì ïî îá’ºìó �  ñê³í÷åííîãî 

åëåìåíòà â³ä â³äïîâ³äíî¿ áàçèñíî¿ ôóíêö³¿, çâàæåíî¿ ç îá’ºìíîþ 

ù³ëüí³ñòþ � : 

 
� �� � � � � � �

�

	 ��� , ,i ip N d d d , � 	
1

8
. (14) 

Çàçíà÷èìî, ùî ïîâóçëîâèé ðîçïîä³ë ð³âíîì³ðíî¿ ìàñîâî¿ ñèëè äëÿ 

çãëàäæåíèõ ôóíêö³é ñï³âïàäàº ç ðîçïîä³ëîì äëÿ ³ºðàðõ³÷íèõ ôóíêö³é 

(10) ³ (11) ó àíàë³òè÷íîìó ìåòîä³. Ðîçïîä³ë îäèíè÷íî¿ ìàñè ìàº 

íàñòóïíèé âèãëÿä: 
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	 � 
1

1 1

8 6
p K , 	 �9

1 1

6 9
p K . (15) 

Çãëàäæåíà àïðîêñèìàö³ÿ äëÿ ÑÑÅ-20 ìàº âëàñòèâ³ñòü: ó 

äîâ³ëüíîìó íàïðÿìêó ïîëå çì³íþºòüñÿ çà êâàäðàòè÷íèì çàêîíîì, ùî 

äîçâîëèòü óíèêíóòè ïàðàçèòíèõ çñóâíèõ åôåêò³â ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ 

òðèâèì³ðíèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³. Íàãàäàºìî, ùî äëÿ ñòàíäàðòíîãî 

ÑÑÅ-20 êâàäðàòè÷íà çì³íà ïîëÿ â³äïîâ³äàº ò³ëüêè òðüîì âçàºìíî 

ïåðïåíäèêóëÿðíèì íàïðÿìêàì, ùî ïàðàëåëüí³ êîîðäèíàòíèì îñÿì. 

Âèñíîâêè 

Âïåðøå îòðèìàí³ íîâ³ ñóáñòèòóò-áàçèñè íà ñê³í÷åííîìó åëåìåíò³ 

ç òðèêâàäðàòè÷íîþ ³íòåðïîëÿö³ºþ. Ö³êàâèì º ïèòàííÿ ïîáóäîâè 

çãëàäæåíèõ àïðîêñèìàö³é íà ñê³í÷åííèõ åëåìåíòàõ ÑÑÅ-32 ³ ÑÑÅ-44 

ó ïðîñòîð³. 
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