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Ïîë³íîì³àëüíèé íåéðîííèé åëåìåíò (ÏÍÅ) áóâ óâåäåíèé ó ðîçã-

ëÿä ó 60-èõ ðîêàõ ÕÕ ñòîë³òòÿ. Íà ³äåéíîìó ð³âí³ ÏÍÅ ³ç n âõîäàìè 
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Äîñë³äæåííÿ âëàñòèâîñòåé ÏÍÅ áóëî çóìîâëåíî ïðàãíåííÿì 

îòðèìàòè êëàñ ïîðîãîâèõ ôóíêö³é á³ëüøî¿ ïîòóæíîñò³ í³æ êëàñ çâè-

÷àéíèõ ïîðîãîâèõ ôóíêö³é. Ó á³ëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó âèâ÷àëàñÿ 

ìîæëèâ³ñòü â³äîêðåìëþâàòè ìíîæèíè òî÷îê ó Rn
 çà äîïîìîãîþ ïîë³-

íîì³àëüíèõ ã³ïåðïîâåðõîíü, ìîæëèâîñò³ ÿêèõ ïî çä³éñíåííþ äèõîòî-

ì³é º á³ëüø óí³âåðñàëüíèìè, í³æ â³äïîâ³äí³ ìîæëèâîñò³ ã³ïåðïëîùèí, 

ÿê³ âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ó êëàñè÷íèõ ïåðöåïòðîíàõ. Òåîðåòè÷íèì ï³ä-

´ðóíòÿì äîö³ëüíîñò³ âèêîðèñòàííÿ ÏÍÅ º â³äîìà òåîðåìà Êîâåðà [1], 

ó ÿê³é ñòâåðäæóºòüñÿ, ùî ç ïåðåõîäîì äî ïðîñòîðó á³ëüøî¿ ðîçì³ðíîñ-

ò³ éìîâ³ðí³ñòü ë³í³éíî¿ ñåïàðàáåëüíîñò³ ìíîæèí ìîæå ò³ëüêè çá³ëü-

øóâàòèñÿ. Êëàñè÷íèé àëãîðèòì íàâ÷àííÿ ïåðöåïòðîíà ç íåçíà÷íèìè 

çì³íàìè ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé äëÿ íàâ÷àííÿ ÏÍÅ. Â³äîìî [1], ùî 

³ç çðîñòàííÿì ðîçì³ðíîñò³ ÷àñòêà ïîðîãîâèõ (ïîë³íîì³àëüíî ïîðîãî-

âèõ) äèõîòîì³é øâèäêî çìåíøóºòüñÿ. Öåé ôàêò çóìîâëþº ³íòåðåñ äî 

âèâ÷åííÿ ïîâåä³íêè àëãîðèòìó íàâ÷àííÿ ïåðöåïòðîíà ó íåñåïàðàáå-

ëüíîìó âèïàäêó. Ó ðîáîò³ áóäå ïîêàçàíî, ùî çà ïåâíèõ ïðèïóùåíü 
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âàãîâ³ âåêòîðè, ÿê³ îòðèìóþòüñÿ çã³äíî àëãîðèòìó íàâ÷àííÿ, º îáìå-

æåíèìè. Öåé ðåçóëüòàò º óçàãàëüíåííÿì â³äîìî¿ òåîðåìè Åôðîíà ïðî 

«çàöèêëþâàííÿ» ïåðöåïòðîíà ³ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé äëÿ îá´ðóí-

òóâàííÿ pocket-àëãîðèòì³â íàâ÷àííÿ ÏÍÅ.  

²òåðàö³éíèé ïàêåòíèé àëãîðèòì íàâ÷àííÿ ïîë³íîì³àëüíèõ íåé-

ðîííèõ åëåìåíò³â. 

Ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì íàâ÷àííÿ ÏÍÅ, ÿêèé áàãàòî â ÷îìó ñõîæèé 

äî àëãîðèòìó íàâ÷àííÿ ïåðöåïòðîíà, çàïðîïîíîâàíîìó â [2]. Áóäåìî 

ðîçãëÿäàòè ìíîæèíó îäíî÷ëåí³â � � � �� �1 , , mP P	 � �x x , åëåìåíòè ÿêî¿ º 

ìîíîìàìè âèãëÿäó 

� � � �1

1 1, , , R , 0, 1, , , 1, ,nii n
i n n jP x x x x i j n i m� 
 
 � � � � �� � � �x x .  

Âàãîâèé âåêòîð w íàçâåìî Ï-äîïóñòèìèì âåêòîðîì, ÿêùî 

� �� �, 0P �w a , äå � �� �,Pw a  — ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîð³â w òà � �P a , à 

� � � � � �� �1 , , mP P P� �a a a . 

Íåõàé ï³äìíîæèíè ,
 �A A  — ìíîæèíè n-âèì³ðíèõ âåêòîð³â ïðî-

ñòîðó Rn , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó A A
 �� � � . ßêùî çíàéäåòüñÿ 

òàêèé Ï-äîïóñòèìèé âàãîâèé âåêòîð Rm�w , ùî äëÿ âñ³õ A
�a  âè-

êîíóºòüñÿ óìîâà � �� �, 0P �w a , à äëÿ âñ³õ A��a  � �� �, 0�Pw a , òî 

ìíîæèíè A
  ³ A�  íàçâåìî Ï-ñåïàðàáåëüíèìè ³ áóäåìî êàçàòè, ùî 

ÏÍÅ ç âàãîâèì âåêòîðîì w â³äîêðåìëþº ö³ ìíîæèíè â³äíîñíî ñèñòå-

ìè ïîë³íîì³â Ï. ßêùî êð³ì òîãî çíàéäåòüñÿ òàêå 0�� , ùî äëÿ âñ³õ 

A A
 �� �a  âèêîíóºòüñÿ óìîâà � �� �,P � �w a , òî ìíîæèíè A
  ³ A�  

íàçâåìî ñèëüíî Ï-ñåïàðàáåëüíèìè, à âåëè÷èíó � — äîïóñêîì . Ñë³ä 

çàóâàæèòè, ùî ñèëüíà ñåïàðàáåëüí³ñòü º áàæàíîþ ïðè ïðîãðàìí³é ÷è 

òåõí³÷í³é ðåàë³çàö³¿ ÏÍÅ, îñê³ëüêè âîíà äîçâîëÿº óíèêíóòè íåáàæà-

íîãî âïëèâó ïîõèáîê çàîêðóãëåíü àáî çàâàä. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî 

äîâ³ëüí³ Ï-ñåïàðàáåëüí³ ñê³í÷åíí³ ìíîæèíè çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ñè-

ëüíî¿ Ï-ñåïàðàáåëüíîñò³. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå çàâæäè º â³ðíèì. 

Íåõàé ìíîæèíè A
  ³ A�  º ñèëüíî Ï-ñåïàðàáåëüíèìè ³ íåõàé 

A A A
 �� � . Îïèøåìî àëãîðèòì íàâ÷àííÿ ÏÍÅ, ÿêèé äîçâîëÿº îòðè-

ìàòè âàãîâèé âåêòîð ÏÍÅ, ÿêèé ñèëüíî â³äîêðåìëþº ìíîæèíè A
  ³ 

A�  ³ç çàäàíèì äîïóñêîì 0�� . Ï³ä íàâ÷àþ÷îþ ïîñë³äîâí³ñòþ áóäåìî 
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ðîçóì³òè íåñê³í÷åííó ïîñë³äîâí³ñòü âåêòîð³â � �ka , ÿêà çàäîâîëüíÿº 

íàñòóïí³ äâ³ óìîâè:  

k A�a ; 

äëÿ âñ³õ Nr �  ìíîæèíà � �1 2, , ,r r r
 
 �a a a  âñþäè ù³ëüíà ó ìíîæèí³ 

À. 

Äëÿ ñê³í÷åííî¿ ìíîæèíè óìîâà 2 ð³âíîñèëüíà òîìó, ùî êîæíèé 

åëåìåíò ìíîæèíè À ïîâòîðþºòüñÿ ó íàâ÷àþ÷³é ïîñë³äîâíîñò³ áåçë³÷ 

ðàç³â. 

Íåõàé ôóíêö³ÿ � �Rsign 0b b �  îá÷èñëþºòüñÿ çà íàñòóïíèì ïðàâè-

ëîì: 

Rsign , ,
Rsign

0,  .
b

x x b
x

x b

� ��� �
���

 

Âèõîäÿ÷è ç äîâ³ëüíîãî (íå îáîâ’ÿçêîâîãî Ï-äîïóñòèìîãî) ïî÷àò-

êîâîãî íàáëèæåííÿ 0w  áóäåìî áóäóâàòè ïîñë³äîâí³ñòü âàãîâèõ çà íà-

ñòóïíèì àëãîðèòìîì: 

ÏÅÐÖÅÏÒÐÎÍ � � � �� �, , ,k k l� �a  

ÏÎ×ÀÒÎÊ:  0k� . Âèáðàòè â ÿêîñò³ ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ çà-
äàíèé âåêòîð 0w . 

ÏÅÐÅÂ²ÐÊÀ:  1k k� 
 , 0j � , k� �w 0 . 

ÊÎÅÔ²Ö²ªÍÒ: 1j j� 
 , 0kj� � . 

ÿêùî � �� �� �11
2Rsign , 1k l jk P�

� 
� �w a  ³ � �1k l j A� 
 
�a , òî  

1kj� �  ³ ïåðåéòè äî ÏÐÈÐ²ÑÒ. 

ÿêùî � �� �� �11
2Rsign , 1k l jk P�

� 
� � �w a  ³ � �1k l j A� 
 ��a , òî  

1kj� � � . 

ÏÐÈÐ²ÑÒ:  � �� �1k l jk k
kjP� � 
� � � 
w w a . 

ßêùî j l� , òî ïåðåéòè äî ÊÎÅÔ²Ö²ªÍÒ. 

ßêùî k� �w 0 , òî ïåðåéòè äî ÊÎÐÅÊÖ²ß, ³íàêøå ïå-
ðåéòè äî ÏÅÐÅÂ²ÐÊÀ 

ÊÎÐÅÊÖ²ß: 1k k k
k�

�� 
 �w w w . 
Ïåðåéòè äî ÏÅÐÅÂ²ÐÊÀ. 

Ðèñóíîê 1 – Ïàêåòíèé àëãîðèòì íàâ÷àííÿ ÏÍÅ ç äîïóñêîì òà çì³ííèìè 

êîåô³ö³ºíòàìè . 
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ßê âèäíî ç ðèñ. 1, ó àëãîðèòì³ ÏÅÐÖÅÏÒÐÎÍ âàãîâ³ âåêòîðè îá-

÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ: 

 1 , 1,2,k k k
k k��� 
 � �w w w �,  (2) 

äå äîäàòíèé êîåô³ö³ºíò k�  â³äïîâ³äàº çà øâèäê³ñòü íàâ÷àííÿ, à 

âåêòîð êîðåêö³¿ k�w  îá÷èñëþºòüñÿ òàê: 

� �� � � �1 1
1

k lk kl
k klP P� �� 
� � 
 
w a a� . 

Ç ïðàâèëà âèáîðó êîåô³ö³ºíò³â kj�  âèïëèâàº, ùî ó âèïàäêó 

� �1k l j A� 
 
�a  ³ � �� �� �11
2Rsign , 1k l jk P�

� 
� �w a  àáî � �1k l j A� 
 ��a  ³ 

� �� �� �11
2Rsign , 1k l jk P�

� 
� � �w a . êîðåêö³ÿ ïî âåêòîðó � �1k l j� 
a  â³äñóòíÿ, 

îñê³ëüêè âàãîâèé âåêòîð 1k�w  ïðàâèëüíî êëàñèô³êóº âõ³äíèé âåêòîð 
� �1k l j� 
a . Ó ³íøèõ âèïàäêàõ â³äáóâàºòüñÿ êîðåêö³ÿ ³ äëÿ âåêòîðà kw  

ñêàëÿðíèé äîáóòîê � �,k k�w w  àáî âæå ìàº ïîòð³áíå äëÿ êëàñèô³êàö³¿ 

çíà÷åííÿ, àáî ïðèíàéìí³ áëèæ÷å äî ïîòð³áíîãî çíà÷åííÿ, í³æ ñêàëÿ-

ðíèé äîáóòîê � �1,k k� �w w . Àëãîðèòì íàâ÷àííÿ ÏÍÅ ÏÅÐÖÅÏÒÐÎÍ

� � � �� �, , ,k k l� �a , ³òåðàö³ÿ ÿêîãî îïèñóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì (2) íàëå-

æèòü äî ïàêåòíèõ àëãîðèòì³â íàâ÷àííÿ, îñê³ëüêè ïðè êîæí³é ³òåðàö³¿ 

(ïî k) ó àëãîðèòì³ àíàë³çóºòüñÿ ðåàêö³ÿ ÏÍÅ íà l âåêòîð³â 
� �1 1, ,k l kl� 
a a� . ²íäåêñ k ïðèðîäíî íàçèâàòè íîìåðîì êðîêó àëãîðèòìó. 

Ïàðàìåòð àëãîðèòìó l áóäåìî íàçâàòè äîâæèíîþ íàâ÷àëüíîãî ïàêåòà 

äàíèõ. Ó âèïàäêó l = 1 ìè îòðèìàºìî îí-ëàéí âåðñ³þ àëãîðèòìó. ßê-

ùî ïðè öüîìó 0� � , � �11, , , nx x	 � � , 1, 1,2,k k� � � � òî (2) ïåðåòâî-

ðþºòüñÿ íà çâè÷àéíèé àëãîðèòì íàâ÷àííÿ ïåðöåïòðîíà. Íàñòóïíà òå-

îðåìà º óçàãàëüíåííÿì äîáðå â³äîìî¿ òåîðåìè ïðî çá³æí³ñòü íàâ÷àííÿ 

ïåðöåïòðîíà [2] ³ äîâîäèòüñÿ ñõîæèì ÷èíîì (äèâ. [3]). 

Òåîðåìà 1. ßêèìè á íå áóëè ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ 0w , äîâæèíà 

ïàêåòà l ³ íàâ÷àþ÷à ïîñë³äîâí³ñòü � �ka , ÷åðåç ñê³í÷åíó ê³ëüê³ñòü êðî-

ê³â àëãîðèòìó ÏÅÐÖÅÏÒÐÎÍ � � � �� �, , ,k k l� �a  ìè îòðèìàºìî âàãîâèé 

âåêòîð kw , ÿêèé ç äîïóñêîì � â³äîêðåìëþº îáìåæåí³, ñèëüíî Ï-
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ñåïàðàáåëüí³ ìíîæèíè A
  ³ A�  çà óìîâè, ùî äëÿ êîåô³ö³ºíò³â k�  

ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü 

2

1
2

1

lim 0

k

j
j

k k

j
j

�

�

�

� 

�

�
! "
# $
% &

�

�
 

Çàóâàæåííÿ. Äëÿ êëàñè÷íîãî ÏÅ äîïóñê ³ ð³çí³ ñïîñîáè âèáîðó 

êîåô³ö³ºíò³â øâèäêîñò³ íàâ÷àííÿ k�  âèâ÷àëèñÿ ó [4]. Ìîæëèâ³ ð³çíî-

ìàí³òí³ âàð³àíòè ïîáóäîâè íàâ÷àþ÷î¿ ïîñë³äîâíîñò³ � �ka . ßêùî 

Cardl A�  ³ 1 /k l� � , òî òåîðåìà çàáåçïå÷óº ñê³í÷åíí³ñòü àëãîðèòìó 

íàâ÷àííÿ, äëÿ ÿêîãî íà êîæíîìó êðîö³ ïðîâîäèòüñÿ ëèøå îäíà óñåðå-

äíþþ÷à êîðåêö³ÿ ïî âñ³ì åëåìåíòàì ñê³í÷åííî¿ ìíîæèíè A A A
 �� �
. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ÿêùî ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ º ö³ëî÷èñëîâèì âå-

êòîðîì ³ êîåô³ö³ºíòè k�  — ö³ë³, òî é óñ³ âåêòîðè kw , ÿê³ îòðèìóþòü-

ñÿ çã³äíî (2) òàêîæ º ö³ëî÷èñëîâèìè, ùî º âàæëèâèì äëÿ á³ëüøîñò³ 

çàñòîñóâàíü. 

Îáìåæåí³ñòü âàãîâèõ âåêòîð³â ó âèïàäêó íàâ÷àííÿ íåñåïàðàáåëü-

íèõ ìíîæèí. 

Ö³êàâèì º ïèòàííÿ ïîâåä³íêè âåëè÷èíè kw  äëÿ íåñåïàðàáåëüíî-

ãî âèïàäêó. Ó âèïàäêó îí-ëàéí àëãîðèòìó íàâ÷àííÿ çâè÷àéíèõ ÍÅ 

(l = 1, constj� � ) ïî ðîçï³çíàâàííþ ñê³í÷åííèõ ìíîæèí ñïî÷àòêó åê-

ñïåðèìåíòàëüíî, à ïîò³ì ³ ñòðîãî òåîðåòè÷íî [5] áóëî âñòàíîâëåíî, ùî 

íîðìà kw  º îáìåæåíîþ. Öå ôàêò â³äîìèé ó ë³òåðàòóð³ ï³ä íàçâîþ 

«òåîðåìà ïðî çàöèêëþâàííÿ ïåðöåïòðîíà». Ìè ïîêàæåìî, ùî òåîðåìó 

ïðî çàöèêëþâàííÿ ìîæíà óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê ïàêåòíîãî àëãîðè-

òìó íàâ÷àííÿ ÏÍÅ ç äîïóñêîì çà óìîâè, ùî âàãîâ³ âåêòîðè � �kw  

îòðèìóþòüñÿ çà ôîðìóëîþ (2), à íåâ³ä’ºìí³ êîåô³ö³ºíòè k�  îáìåæåí³ 

çâåðõó. Íà Ðèñ. 2 íàâåäåí³ ôàêòè, ÿê³ íàøòîâõóþòü íà ³äåþ îáìåæå-

íîñò³ âàãîâèõ âåêòîð³â ó âèïàäêó m = 2, l = 1. 
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� 

1k�w  

kw  

1k
w  

k�w  

1k
�w  

 
Ðèñóíîê 2 

ßêùî äîâæèíà âåêòîðà 1k�w  íàáàãàòî á³ëüøà çà äîâæèíó âåêòîðà 
k

k� �w , k A
�a , òî 1k k��w w  ëèøå ó òîìó âèïàäêó, êîëè êóò ì³æ 

1k�w  ³ k�w  «áëèçüêèé» äî ïðÿìîãî êóòà. Ïðè÷îìó ïðè âèêîíàíí³ 

óìîâè 1k k
k�

� �w w�  çíà÷åííÿ ð³çíèö³ 1k k��w w  áëèçüêå äî íóëÿ 

³ êóò ì³æ âåêòîðàìè kw  ³ 1k�w  òàêîæ ìàëî â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä íóëÿ. 

Òîä³ çà óìîâ êîðåêö³¿ ó àëãîðèòì³ íàâ÷àííÿ ÏÍÅ êóò ì³æ âåêòîðàìè 
kw  ³ k�w  íå ìåíøèé çà äåÿêèé ô³êñîâàíèé òóïèé êóò (ââàæàºìî, ùî 

1k A
 
�a ). Òîä³ çà óìîâè îáìåæåíîñò³ â³äíîøåíü äîâæèí ñóñ³äí³õ 

ïðèðîñò³â � �kkP� a  ³ � �1
1

k
k P� 


 a  ó àëãîðèòì³ íàâ÷àííÿ ÏÍÅ 

1 1k k
 ��w w  (äëÿ ïðîñòîòè ì³ðêóâàíü íà Ðèñ. 2 çîáðàæåíî âèïàäîê 

1 1k k� � 
� � ). Îäíàê ó âèïàäêó 1k k� � 
�  ìîæå âèÿâèòèñÿ, ùî 

1 1k k
 ��w w . Äàë³ ìè ïîêàæåìî, ùî ³ â öüîìó âèïàäêó çã³äíî àëãî-

ðèòìó (2) ìè îòðèìóºìî òàêó ïîñë³äîâí³ñòü âåêòîð³â 
1, , , , 1k k k r r
 
 �w w w� , ùî 1k k k r
 
� � �w w w�  ³ 1k r k
 ��w w . Äëÿ 

ñòðîãîãî äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüîãî òâåðäæåííÿ íàì çíàäîáèòüñÿ ðÿä 

äîïîì³æíèõ îçíà÷åíü ³ ëåì. 

Íåõàé B — ñê³í÷åííà ìíîæèíà ó Rm . Íàçâåìî � �, ,B � � -ëàíöþãîì 

ïîñë³äîâí³ñòü âåêòîð³â 0 1, , , kw w w� , ÿêà çàäîâîëüíÿº óìîâè: 

� �1, 2j j �� �w b , 1j j j
j�

�� 
w w b , , 1, ,j B j k� �b � . 

� �, ,B � � -ëàíöþã íàçèâàºòüñÿ ïðàâèëüíèì, ÿêùî äëÿ âñ³õ j 

0j �w w . 
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Ëåìà 1. Íåõàé L — ï³äïðîñò³ð åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó Rm , ó ÿêîìó 

ëåæèòü ñê³í÷åííà ìíîæèíà B. Ïðîåêö³ÿ 0 1, , , kw w w� � ��  ïðàâèëüíîãî 

� �, ,B � � -ëàíöþãà 0 1, , , kw w w�  íà L òàêîæ º ïðàâèëüíèì � �, ,B � � -

ëàíöþãîì. Êð³ì òîãî 0 0k k� � �w w w w� � . 

Äîâåäåííÿ àíàëîã³÷íå äî äîâåäåííÿ ëåìè 4 [5, ñ. 184]. 

Ëåìà 2. Äëÿ äîâ³ëüíèõ âåêòîð³â � �, �a b a 0  ä³éñíîãî åâêë³äîâîãî 

ïðîñòîðó ìàþòü ì³ñöå íåð³âíîñò³ 

� � � � 2
,, 


� 
 � �
a b ba b

a b a
a a

. 

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ë³âî¿ ÷àñòèíè íåð³âíîñò³: 

� � � � � �2 2
, ,� 
 � � 
 � � 
 �a b a a b a a a b a a a b a .  

Äîâåäåìî ïðàâó ÷àñòèíó íåð³âíîñò³. Ìàºìî  

� � � � � �
� �

2 2 2
,, � 

 �


 � � � 
 


 
 
 
 
 


a a b a ba b a ba b
a b a

a b a a a b a a b a a
. 

ßêùî � �, 0�a b , òî 
 �a b a . Òîä³ 

� � � �2 2
,,

2




 � � 
 �

b a b ba b
a b a

a a a
. 

Íåõàé òåïåð � �, 0�a b . ßêùî 
 �a b a , òî 

� � � � 2
,, 



 � � 
 �

 


b a b ba b
a b a

a a b a a
. 

ßêùî 
 �a b a , òî 

� � � � � �
� �

� � � � � �

2

2 2

2

,,

, ,,

2 2

� 


 � � 
 
 �


 
 
 




� 
 
 �

a a b a bba b
a b a

a a b a a b a a

b b a b a b ba b

a a aa

. 

Ëåìà äîâåäåíà. 

Íàñë³äîê. ßêùî � �, 0�a b , òî 
1 2�


 � �a b a a b . 
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Ëåìà 3. ßêùî ó ä³éñíîìó åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³ êóò '  ì³æ âåêòî-

ðîì b  ³ îäèíè÷íèì âåêòîðîì e º òóïèì, òî äëÿ äîâ³ëüíîãî 

1
cos

2
� '� � b  ³ äîâ³ëüíîãî 

2 cos
(

'
�

b
 âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 

( ( �
 � �b e . 

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàºìîñÿ ïîïåðåäíüîþ ëåìîþ, ïîêëàâøè (�a e

. Òîä³ 

1
cos cos

2
( ( ' ' �
 � � � � �b e b b . 

Ëåìà 4. Äëÿ äîâ³ëüíîãî 0 Rm�w  ³ äîâ³ëüíî¿ ïîñë³äîâíîñò³ � �k� , 

åëåìåíòè ÿêî¿ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó  

min0 , 1,2,k k� �� � � � , (3) 

max0 , 1,2,k k� �� � �  � �, (4) 

çíàéäåòüñÿ òàêå ÷èñëî � �min max, , , ,N N m B � � �� , ùî ÿêùî 

0 1, , sw w w�  — ïðàâèëüíèé � �, ,B � � -ëàíöþã, òî 

� �1
1 min max, , , ,s

s N m B� � � � �
 
 �b b� . 

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàºìîñÿ ³íäóêö³ºþ ïî m — ðîçì³ðíîñò³ åâêë³-

äîâîãî ïðîñòîðó, ó ÿêîìó ì³ñòèòüñÿ ìíîæèíà B. Íåõàé 

1 2min , max
B B

d d
� �

� �
b b

b b . 

Ïðè 1m �  ç òîãî, ùî k� �w 0  âèïëèâàº, ùî 1 2k k �� 
 �w b , à îòæå 

� �1 1
1 max 2max 2 / ,k k kd d� �� �� ) �w w w . Òîìó äëÿ äîâ³ëüíîãî ïðàâè-

ëüíîãî � �, ,B � � -ëàíöþãà � �1
1 1 max 2 max 2max 2 / , 2s

s d d d� � � � �
 
 � 
b b� . 

Ïðèïóñòèìî, ùî òåîðåìà ñïðàâäæóºòüñÿ äëÿ ïðîñòîðó Rm  ³ äîâå-

äåìî ¿¿ ó âèïàäêó dim 1B m� 
  ìåòîäîì â³ä ñóïðîòèâíîãî.  

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî äîäàòíîãî L çíàéäåòüñÿ ïðàâèëü-

íèé � �, ,B � � -ëàíöþã 0 1, , sw w w� , òàêèé, ùî 1
1

s
s L� �
 
 �b b� . Íå-

âàæêî, ïîêàçàòè, ùî òîä³ äëÿ äîâ³ëüíîãî íàòóðàëüíîãî N âåëè÷èíà 
1

1
s

s� �
 
b b�  º íåîáìåæåíîþ çâåðõó äëÿ êëàñó � �, ,B � � -ëàíöþã³â, 

ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 0 N�w . Äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ. Íåõàé M 

— äîâ³ëüíå äîäàòíå ÷èñëî, 0 N�w , 1
1 3s

s M N� �
 
 � 
b b�  ³ 
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max 2N d�� .. Ñåðåä âåêòîð³â kw , 0, ,k s� � , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü íåð³â-

í³ñòü 2k N�w  âèáåðåìî âåêòîð ç íàéá³ëüøèì ³íäåêñîì. Íåõàé öåé 

³íäåêñ ð³âíèé k. Òîä³ k N�w , 1 0
1 3k k

k N� �
 
 � � �b b w w� . Òîìó 

1k s M
 
 
 �b b� . Îòæå, , ,k sw w�  — øóêàíèé ïðàâèëüíèé ëàíöþã.  

Ç âèêîðèñòàííÿì òåîðåìè Áîëüöàíî-Âåºðøòðàñà ìîæíà äîâåñòè 

³ñíóâàííÿ òàêîãî îäèíè÷íîãî âåêòîðà e, ùî äëÿ äîâ³ëüíèõ 

0, 0N M� �  áóäü-ÿêèé îê³ë e ì³ñòèòü òàêèé îäèíè÷íèé âåêòîð 
0

0

w

w
, 

ùî äëÿ ïðàâèëüíîãî � �, ,B � � -ëàíöþãà 0 1, , sw w w� âèêîíóþòüñÿ íåð³â-

íîñò³ 0 N�w  ³ 1
1

s
s M� �
 
 �b b� . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç He  îðòîãîíà-

ëüíå äîïîâíåííÿ äî ï³äïðîñòîðó, ïîðîäæåíîãî âåêòîðîì e ó 1Rm
 . ²ç 

ñê³í÷åííîñò³ ìíîæèíè B âèïëèâàº, ùî çíàéäåòüñÿ òàêå äîäàòíå 0� �e

, ùî äëÿ âñ³õ � �1 \mB R H
� � eb  âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü � �, 2�� eb e . 

Òîä³ çíàéäåòüñÿ òàêà â³äêðèòà êóëÿ � �,2U B r�e ee  ç öåíòðîì ó òî÷ö³ e, 

ùî äëÿ äîâ³ëüíèõ U� ex  ³ � �1 \mU R H
� �e eb  � �, �� eb x . Ïîêàæåìî, 

ùî çíàéäóòüñÿ òàê³ ÷èñëà 0� �  ³ � �1L e , ùî ÿêùî  

 � �1L( � e , min max� � �� �  � �1 \mB R H
� � eb , U� ex  ³ � �, 2( ��b x , (5) 

òî  

 2( � ( �
 � �x b . (6) 

Ñïðàâä³, äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ (  ç òîãî, ùî � �, �� eb x  ³ (5) âè-

ïëèâàº, ùî � �, �� � eb x . Çàñòîñóâàâøè ëåìó 3, îòðèìàºìî (6). 

Ðîçãëÿíåìî äîâ³ëüíèé ïðàâèëüíèé � �, ,B � � -ëàíöþã 0 1, , , kw w w�  ³ 

ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîð 
10 0�

w w  «äîñòàòíüî áëèçüêèé» äî âåêòîðà e. 

Ìè áóäåìî âèìàãàòè, ùîá � �10 0 ,V B r
�

� �e ew w x . Ïîçíà÷èìî 

� � � � � �� �1 2max ,L L tL�e e e , äå 
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 � � � �2
2 min max

2
, , , ,L N m H B � � �

�
� �ee ,  

à ìíîæíèê 1t �  âèáèðàºòüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá äëÿ äîâ³ëüíîãî 

âåêòîðà H� eb , äîâæèíà ÿêîãî íå á³ëüøà çà � �min max, , , ,L m H B � � ��e  

ê³íåöü îðò-âåêòîðà, â³äïîâ³äíîãî âåêòîðó 0 
w b  ïîòðàïèâ ó Ue  (³ñíó-

âàííÿ òàêîãî ìíîæíèêà âèïëèâàº ç íàñë³äêó äî ëåìè 2). Ïðèïóñòèìî 

òàêîæ, ùî � �0 L�w e . 

Çã³äíî äî (5)-(6), � �, ,B � � -ëàíöþã 0 1, , , kw w w�  íå ìîæå áóòè ïðà-

âèëüíèì, ÿêùî 1 H* eb . Ïîêàæåìî, ùî íå ò³ëüêè 1b , à é óñ³ âåêòîðè 

1, , kb b�  íàëåæàòü He . Ïðèïóñòèìî, ùî 1, , s H� eb b�  ³ âåêòîð 1s
b  íå 

íàëåæèòü ï³äïðîñòîðó He . Òîä³ çà ëåìîþ 1 ïðîåêö³¿ 0, , sw w� ��  âåêòî-

ð³â ëàíöþãà óòâîðþþòü ïðàâèëüíèé ëàíöþã ó m-âèì³ðíîìó ïðîñòîð³, 

à òîìó çà ïðèïóùåííÿì ³íäóêö³¿ 

 � �1
1 min max, , , ,s

s N m B H� � � � �
 
 � � eb b� . (7) 

Ïîêëàâøè ó ëåì³ 2 0�a w , 1
1

s
s� �� 
 
b b b� , îòðèìàºìî, ùî  

0 0/ 2s � �� 
 � 
w w w  

 ³ s U� ew .  

Îñê³ëüêè 1s H
 * eb , òî ç óðàõóâàííÿì (5)-(6) ³ ïîïåðåäíüî¿ íåð³â-

íîñò³ îòðèìóºìî 

1 02s s � �
 � � � �w w w . 

Òàêèì ÷èíîì � �, ,B � � -ëàíöþã íå ìîæå áóòè ïðàâèëüíèì, ÿêùî 

óñ³ âåêòîðè 1, , kb b�  íå íàëåæàòü ã³ïåðïëîùèí³ He . Îòæå, äëÿ äîâ³ëü-

íîãî ïðàâèëüíîãî � �, ,B � � -ëàíöþãà, ïî÷àòîê ÿêîãî 0w  «äîñòàòíüî 

áëèçüêèé» äî e ³ � �0 L�w e , âåëè÷èíà 1
1

s
s� �
 
b b�  çàäîâîëüíÿº 

(7). Öå ñóïåðå÷èòü âèáîðó e. Ëåìà äîâåäåíà. 

Ñë³ä çàóâàæèòè, ùî ÷àñòèííèé âèïàäîê ïîïåðåäíüî¿ ëåìè (

0, 1k� �� � ) íåÿâíî ³ áåç äîâåäåííÿ âèêîðèñòîâóâàâñÿ ó [5] ïðè äîâå-

äåíí³ òåîðåìè ïðî çàöèêëþâàííÿ ïåðöåïòðîíà. Òîìó äîâåäåííÿ ëåìè 
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4 çàïîâíþº ïðîãàëèíè ó äîâåäåíí³ çãàäàíî¿ òåîðåìè ³ ðîáèòü éîãî êî-

ðåêòíèì. Ëåìà 4 ïåðåñòàº áóòè â³ðíîþ ó âèïàäêó, êîëè ó (4) 

� �max lim kk
� �

� 
� 
 � 
 . Óìîâà (3) âèêîðèñòîâóâàëàñÿ ò³ëüêè äëÿ äîâå-

äåííÿ òîãî, ùî ç (5) âèïëèâàº (6). Øëÿõîì óñêëàäíåííÿ ì³ðêóâàíü 

ìîæíà îá³éòèñÿ áåç (3). 

Ëåìà 5. Äëÿ äîâ³ëüíîãî äîâ³ëüíî¿ íåâ³ä’ºìíî¿ ïîñë³äîâíîñò³ � �k� , 

åëåìåíòè ÿêî¿ çàäîâîëüíÿþòü (4) çíàéäåòüñÿ òàêå ÷èñëî 

� �max, , ,N N m B � �� , ùî ÿêùî 0 1, , sw w w�  — ïðàâèëüíèé � �, ,B � � -

ëàíöþã, òî � �1
1 max, , ,s

s N m B� � � �
 
 �b b� . 

Äîâåäåííÿ. Òàê ñàìî, ÿê ³ ó äîâåäåíí³ ëåìè 4 ñêîðèñòàºìîñÿ ³í-

äóêö³ºþ ïî m. Âèïàäîê 1m �  äîâîäèòüñÿ àíàëîã³÷íî. Ïðèïóñòèìî, 

ùî òåîðåìà º â³ðíîþ äëÿ ïðîñòîðó Rm  ³ äîâåäåìî, ùî òîä³ âîíà ñïðàâ-

äæóºòüñÿ ³ äëÿ 1Rm
 . Íåõàé e — äîâ³ëüíèé îäèíè÷íèé âåêòîð ïðîñòî-

ðó 1Rm
 . Âèêîðèñòàºìî ò³ ñàì³ ïîçíà÷åííÿ, ùî é ïðè äîâåäåíí³ ëåìè 

4 ³ âèçíà÷èìî çíà÷åííÿ âåëè÷èí � �1L e  ³ �e  òà çíàéäåìî òàêèé â³äêðè-

òèé îê³ë Ue , ùî  

 äëÿ � �1L(+ � e  ³ , \U B H+ � + �e ex b  � � � �, 2 , 0( � (� ) �x b x b . (8) 

Òàêîæ áóäåìî âèìàãàòè, ùîá äëÿ âñ³õ , -,1U B� �ex 0  � �, 1 / 2�x e

. Êð³ì òîãî, çíàéäåòüñÿ òàêå 0. � , ùî äëÿ âñ³õ \B H� eb  2d. .� �b , 

äå , H.� 
 �b eb e b b� � . 

Ðîçãëÿíåìî äîâ³ëüíèé ïðàâèëüíèé � �, ,B � � -ëàíöþã 0 1, , , kw w w�  ³ 

ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîð 
10 0�

w w  íå ò³ëüêè «äîñòàòíüî áëèçüêèé» äî 

âåêòîðà e, ÿê öå áóëî ïðè äîâåäåíí³ ëåìè 4, àëå é «äîñòàòíüî â³ääà-

ëåíèé» â³ä íüîãî. Ìè áóäåìî âèìàãàòè, ùîá 

� � � �10 0 1
2, \ ,V B r B r

�
� �e e ew w x x . Âèáåðåìî ÷èñëî �  òàêèì ÷èíîì, 

ùîá 
216d

.�� �  ó âèïàäêó 0� �  ³ 
2
2

1

d
� �  ó ³íøîìó âèïàäêó. Íåõàé 

2
2

1
0, , ,

2 d

��
� /

0 � � 1
� 2

. Ïîçíà÷èìî � � � � � �� �1 2 max 2

8
max ,L L tL d

� �
.

� 
 
e e e , äå 
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� � � �
2

2
2 max max max

81 8
max exp , , ,

d
L N m H B

3

�� � � 3 �
� . .�0

� /� /! "� 
 � 
 
� � 1 1# $
% &� 2� 2

ee , 

à ìíîæíèê 1t �  âèáèðàºòüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá äëÿ äîâ³ëüíîãî 

âåêòîðà H� eb , äîâæèíà ÿêîãî íå á³ëüøà çà 

� � 2
max max max

88
exp , , ,

d
N m H B

�� � � 3 �
. .

� /! "
 � 
 
� 1# $
% &� 2

e  ê³íåöü îðò-âåêòîðà, 

â³äïîâ³äíîãî âåêòîðó 0
max 2

8
d

� �
.

! "� 
 
# $
% &

w e b  ïîòðàïèâ ó Ue  (³ñíóâàííÿ 

òàêîãî ìíîæíèêà âèïëèâàº ç íàñë³äêó äî ëåìè 2). Ïðèïóñòèìî, ùî 

� �0 L�w e  ³ 0
2d�w� , äå 0w�  — ïðîåêö³ÿ âåêòîðà 0w  íà ï³äïðîñò³ð  

He . 

Çã³äíî äî (8) ³ ëåìè 3 � �, ,B � � -ëàíöþã 0 1, , , kw w w�  íå ìîæå áóòè 

ïðàâèëüíèì, ÿêùî 1 H* eb . 

Ïðèïóñòèìî, ùî 11, , s H� eb b�  ³ âåêòîð 1 1s 
b  íå íàëåæèòü ï³äïðî-

ñòîðó He . Òîä³ 1 11
1

s s.
 � 
b e b� , äå 1sb�  — ïðîåêö³ÿ 1 1s 
b  íà He  ³  

1 2d. .� � . Íåõàé 1 1

1

0 1
1

s s
s� �� 
 
 
c w b b� � � , 1 1 1 1

1 1, 1s s s4 4
� 
 �b c c� � , äå 

1 11s s
 5c c� . Òîä³ âåêòîðè � �
1

0
1 11 s4 � 

 w� , � � � � 1

1 1

1
1 1 1 11 , , 1 s
s s4 � 4 �
 

 
w w� ��  

çà óìîâè � �
11 11j j s� � 4 � 
6 � 7 
 , 10,1,j s� �  óòâîðþþòü ïðàâèëüíèé 

� �, ,B � � -ëàíöþã. 

Ðîçãëÿíåìî âåêòîð 1 2s 
b . ßêùî 1 2s H
 � eb , òî íåð³âí³ñòü 

� �1 11 2, 2s s �
 
 �w b  â ñèëó (8) ³ìïë³êóº 

� � � � � �1 1 1 1

1 1

2 1 2
1 1 11 , , 0s s s s
s s4 � �
 
 


 

 
 �w b c b� . Çâ³äñè ó ñâîþ ÷åðãó âèïëè-

âàº, ùî � � � �1 1

1

2
1 11 ,s s
s4 � 3



 �w b�  ïðè óìîâ³ 

1

2
1 2s d� 3
 � , äå / 23 ��  ÿê-

ùî 0� �  ³ 2
21 / d3 �  ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. Òîìó ó öüîìó âèïàäêó 

âåêòîðè � �
1

0
1 11 s4 � 

 w� , � � � � 1

1 1

1
1 1 1 11 , , 1 s
s s4 � 4 �
 

 
w w� ��  ³ 

1 1

1

1 2
2

s s
s�


 



w b�  óòâîðþþòü ïðàâèëüíèé � �, ,B � 36 -ëàíöþã ³ 

1

1

1
1

s
s� �
 
b b�

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 2 1 21
1 2 1 1 2 1 1
s s s s s

s s s s s s� � � � � � � .
 
 
 


 
 
 
 
6 6
 
 � 
 
 
 
 
b b b b c b e� .  
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ßêùî 1 2s H
 * eb , òî çàñòîñóâàâøè ì³ðêóâàííÿ àíàëîã³÷í³ äî íàâå-

äåíèõ ó ïîïåðåäíüîìó àáçàö³, îòðèìàºìî ïðàâèëüíèé � �, ,B � �6 -ëàíöþã 

� �
11 11 s4 � 

 7  � � � � � � 1

2 1 2

1
2 1 1 1 2 11 , , 1 1 s
s s s4 � 4 � 4 �
 
 
7 
 
 
w w� �� , äå 2 14 � , 

2 1 1s s� 
 , � � � �
1 21 1 2 11 1j j s s� � 4 � 4 �
 
6 � 
 
  ³ 

1 1

1 1

1 21 1
1 1 2 1

s s
s s� � � �
 


 
 6
 
 
 � 
 
b b b b� �  

� �1 1 2

1 1 2 1 2

1 1
1 1 1 1 1 2

s s s
s s s s s� � � � . � .
 



 
 
 
6
 
 
 
 
b c c e . 

Ïðèïóñòèìî, ùî  

 
1 1 1

8
ks s

�� �
.
 

 
 �� . (9) 

Ïîâòîðíå çàñòîñóâàííÿ âèùåçãàäàíèõ ì³ðêóâàíü äîçâîëÿº îòðè-

ìàòè � �, ,B � 36 -ëàíöþã 

 0 1, , , , , ksj
k k k k8 8 8 8w w w w� � � �� � , kj J� , (10) 

� � � �
11 1 11 1

kk s k s8 4 � 4 �
 
� 
 
� , 3 ��  àáî / 23 ��  àáî 2
21 / d3 �  (ó 

âèïàäêó íóëüîâîãî äîïóñêó), � �,j j j j� � 8 �6 � , kj J� , 

� � � �1 11, , \ 1, , 1k k kJ s s s �� 
 
� � .  

Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïîñë³äîâí³ñòü (10) º ïðàâèëüíèì 

� �, ,B � 36 -ëàíöþãîì äîñèòü ïåðåâ³ðèòè, ùî ç (9) âèïëèâàº, ùî 

� �
1

1 2

1
1

,j j

j

k
s s

s
j

� 3
�


 




�

�� c b , à òîìó � �1 2, , 1, , 1js s
j j k8 3
 � � �w b� � . 

Êð³ì òîãî  

1

1

11
1 1 1 2 3

k

k

ss
s s� � � 




 
 
 
 � 9 
 9 
 9b b b� � , 

äå 

� �1 , ,
k

j
j j j j j

j J

� � � 8 �
�

6 69 � �� b , 1

2 1
1

j

j

k
s

s
j

� 




�

9 � � c , 3 1
1

j

k

j s
j

. � 

�

9 � � e . 

Òîä³ çã³äíî äî ëåìè 2 

� �1 2 3 1 2 max

8
max , , ,k N m H B
3

�8 � 3
.�0

9 
 9 
 9 � 9 
 9 � � 
e . 
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Äëÿ îö³íêè âåëè÷èíè k8  ñêîðèñòàºìîñÿ â³äîìîþ íåð³âí³ñòþ 

� �1 0xx e x
 � � . Òîä³ � � � � � �
1 11 1 1 11 1 exp

k kk s s s s8 � � � �
 
 
 
� 
 
 � 
 
� � . 

Îñòàòî÷íî 

 � �1 2 3 max

8 8
exp max , , ,N m H B

3

� �� 3
. .�0

� /9 
 9 
 9 � � 
� 1
� 2

e . (11) 

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî 
1 11 1

8
ks s

�� �
.�
 

 
 ��  ³ 

1 1 1

8
ks s

�� �
.
 

 
 �� . 

Ïîêëàâøè ó ëåì³ 2 0
3� 
 9a w , 1 2� 9 
 9b , ç óðàõóâàííÿì ïðàâè-

ëà âèáîðó � �2tL e , îòðèìàºìî, ùî 

1 0
3

ks �
 � 
 9 
w w  ³ 0
3 U
 9 � ew . 

Îñê³ëüêè 0 8�
.

�w  ³ êîñèíóñ êóòà ì³æ 
0

0

w

w
 ³ 3

3

9
9

 ìåíøèé çà 1
2�

, òî ç óðàõóâàííÿì ëåìè 3 ³ ïîïåðåäíüî¿ íåð³âíîñò³ îòðèìóºìî 

1 0 0 0
3 2ks � � � �
 � 
 9 
 � 
 � � �w w w w . 

Òàêèì ÷èíîì � �, ,B � � -ëàíöþã íå ìîæå áóòè ïðàâèëüíèì, ÿêùî 

íå âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü (9). Îòæå, äëÿ äîâ³ëüíîãî ïðàâèëüíîãî 

� �, ,B � � -ëàíöþãà 0 1, , sw w w� , ïî÷àòîê ÿêîãî çàäîâîëüíÿº óìîâó 

10 0 V
�

� ew w  ³ � �0 L�w e , âåëè÷èíà 1
1

s
s� �
 
b b�  çàäîâîëüíÿº (11). 

Ìíîæèíè Ve  óòâîðþþòü â³äêðèòå ïîêðèòòÿ îäèíè÷íî¿ ñôåðè. Öå ïîê-

ðèòòÿ çà ëåìîþ Áîðåëÿ ì³ñòèòü ñê³í÷åííå ï³äïîêðèòòÿ 
1
, ,

p
V Ve e� . Òî-

ìó ìîæíà äëÿ äîâ³ëüíîãî ïðàâèëüíîãî � �, ,B � � -ëàíöþãà 0 1, , sw w w�  

1
1 max( 1, , , )s

s N m B� � � �
 
 � 
b b� , äå 

� � � �� �

� �

max 1

max

( 1, , , ) max , ,

8 8
exp max , , , .

pN m B L L

N m H B
3

� �

� �� 3
. .�0


 � 


� /
 
 � 
� 1
� 2

e

e e�
 

Ëåìà äîâåäåíà. 

Òåïåð ìè âæå ìîæåìî äîâåñòè òåîðåìó ïðî îáìåæåí³ñòü âàãîâèõ 

âåêòîð³â ÏÍÅ äëÿ ïàêåòíîãî àëãîðèòìó íàâ÷àííÿ ç äîïóñêîì. 
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Òåîðåìà 2. ßêùî ìíîæèíè A
  ³ A�  º ñê³í÷åííèìè, ïîñë³äîâí³ñòü 

âàãîâèõ âåêòîð³â � �kw  áóäóºòüñÿ çã³äíî äî (2), òî äëÿ äîâ³ëüíèõ äîïó-

ñêó 0� � , ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ 0w , íàâ÷àþ÷î¿ ïîñë³äîâíîñò³ � �ka  

³ ïîñë³äîâíîñò³ � �k� , ïîñë³äîâí³ñòü kw  º îáìåæåíîþ çà óìîâè, ùî 

êîåô³ö³ºíòè � �k�  çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (4). 

Äîâåäåííÿ. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñò³, áóäåìî ââàæàòè, ùî ó 

ïðîöåñ³ íàâ÷àííÿ k� �w 0 . Êð³ì òîãî, ìîæíà ââàæàòè, ùî A� � � , 

îñê³ëüêè ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó óñ³ âåêòîðè � �kP a , äå k A��a  ìî-

æíà çàì³íèòè íà âåêòîðè � �kP� a . Öÿ çàì³ííà º äîïóñòèìîþ, îñê³ëüêè 

íàâ÷àííÿ ÏÍÅ ïî ðîçï³çíàâàííþ ï³äìíîæèí ìíîæèíè RnA :  ìîæíà 

ðîçãëÿäàòè, ÿê íàâ÷àííÿ ÍÅ ïî ðîçï³çíàâàííþ ï³äìíîæèí ìíîæèíè 

� � RnP A : , äå � � � �� �|P A P A� �a a . Òîìó äëÿ âñ³õ k > 0 

� �0,1 , 1,kj j l� � � . Ïîêàæåìî òåïåð, ùî äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñèòü ïðî-

âåñòè äëÿ îí-ëàéí àëãîðèòìó íàâ÷àííÿ çâè÷àéíîãî ÍÅ. Äëÿ öüîãî ðî-

çãëÿíåìî ìíîæèíó 

� � � �� �1

1 2, Z , 1, ,l ij jj
l iB P P A i l; ; ;� 
 
 � � �a a a� � . 

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìíîæèíà B ñê³í÷åííà, îñê³ëüêè 

10 0
Card

l li i t
t t i t li i

B C C C
 � 
� �
� � �� � , äå Cardt A� . Äëÿ êîæíî¿ íàâ÷àþ-

÷î¿ ïîñë³äîâíîñò³ � �ka  ÏÍÅ ìîæíà ïîáóäóâàòè íàâ÷àþ÷ó ïîñë³äîâ-

í³ñòü � �kb  ÍÅ, âåêòîðè ïðèðîñò³â ÿêèõ ñï³âïàäàþòü. Òèì ñàìèì íà-

â÷àííÿ ÏÍÅ ïî ðîçï³çíàâàííþ ï³äìíîæèí ìíîæèíè A çâîäèòüñÿ äî 

íàâ÷àííÿ çâè÷àéíîãî ÍÅ ïî ðîçï³çíàâàííþ ï³äìíîæèí ìíîæèíè B, 

äëÿ ÿêîãî k k� � �w b 0 . 

Âèñíîâêè 

Ó ðîáîò³ áóëî ïîêàçàíî, âèêîíàííÿ óìîâè (4) çàáåçïå÷óº îáìåæå-

í³ñòü âàãîâèõ âåêòîð³â, ÿê³ îòðèìóþòüñÿ çã³äíî äî àëãîðèòìó íàâ÷àí-

íÿ ïåðöåïòðîíà. Öåé ðåçóëüòàò ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé ïðè ïîáóäîâ³ 

pocket-àëãîðèòì³â íàâ÷àííÿ ÏÍÅ. 
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