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ÊÎÍÑÒÐÓÊÖ²É 

Ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü òåïëîâîãî ïðîöåñó ïîâåðõíåâîãî 

çì³öíåííÿ äâîøàðîâîãî ò³ëà â âèãëÿä³ ñèñòåìè ã³ïåðáîë³÷íèõ ð³âíÿíü 

òåïëîïðîâ³äíîñò³. Ñòðóêòóðíèì ìåòîäîì, îñíîâàíîìó íà 

³íòåãðàëüíîìó ïåðåòâîðåíí³ Ëàïëàñà, îòðèìàíî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 

íåñòàö³îíàðíî¿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ äâîøàðîâîãî ò³ëà. Ïðèâåäåí³ 

ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ ïàðàìåòðè÷íèõ äîñë³äæåíü. 

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ã³ïåðáîë³÷íå ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³, ïîâåðõíåâå 

çì³öíåííÿ, ñòðóêòóðíèé ðîçâ’ÿçîê. 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè 

Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâ³ñòþ ñó÷àñíèõ òåõíîëîã³é âèãîòîâëåííÿ 

âèðîá³â º çàáåçïå÷åííÿ íå ò³ëüêè âèñîêî¿ òî÷íîñò³, òåõíîëîã³÷íîñò³, à 

òàêîæ ³ çàáåçïå÷åííÿ íåîáõ³äíî¿ äîâãîâ³÷íîñò³ äåòàëåé, ÿê³ 

îáðîáëþþòüñÿ ïðè åêñïëóàòàö³¿. Öèì âèìîãàì â çíà÷í³é ì³ð³ 

â³äïîâ³äàþòü íîâ³ òåõíîëîã³÷í³ ïðîöåñè, ÿê³ ìàþòü íàçâó ³ìïóëüñí³ 

òåõíîëîã³¿, ùî äîçâîëÿþòü çá³ëüøèòè åôåêòèâí³ñòü âèêîðèñòàííÿ 

ðåñóðñ³â òà çíèçèòè ìàòåð³àëîì³ñòê³ñòü âèðîáíèöòâà. Öèìè 

òåõíîëîã³ÿìè äîñÿãàºòüñÿ çá³ëüøåííÿ çíîñîñò³éêîñò³, äèíàì³÷íî¿ 

ì³öíîñò³ âèðîáó [1, 2]. 

Ñóòü áàãàòüîõ ³ìïóëüñíèõ òåõíîëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â çì³öíåííÿ â 

òîìó, ùî íà â³äíîñíî íåâåëèêèé îá’ºì ìåòàëó ä³þòü ³ìïóëüñíî (ç 

âåëèêèìè øâèäêîñòÿìè) ïîòîêàìè åíåðã³¿ âèñîêî¿ ³íòåíñèâíîñò³ 

îäíî÷àñíî  äåôîðìóþ÷è ³ øâèäêî îõîëîäæóþ÷è ìåòàë çà ðàõóíîê 

â³äâîäó òåïëà â ãëèá ìàòåð³àëó. Òàê³ óìîâè îáðîáêè äîçâîëÿþòü 

îòðèìàòè äîñòàòíüî ö³íí³ ô³çèêî ìåõàí³÷í³, åëåêòðîõ³ì³÷í³, êîðîç³éí³ 

òà åêñïëóàòàö³éí³ õàðàêòåðèñòèêè. Ô³çè÷íà ñóòü ïðîöåñó 

ïîâåðõíåâîãî çì³öíåííÿ çàñíîâàíà íà çì³í³ ñòðóêòóðè ìàòåð³àëó â 

ïîâåðõíåâîìó øàð³ ó çâ’ÿçêó ç äîñÿãíåííÿì òåìïåðàòóðè ñòðóêòóðíèõ 

òà ôàçîâèõ ïåðåòâîðåíü [2]. 

                                 
� © Ìàëà Þ.À., 2010 
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Àíàë³ç ïóáë³êàö³é ïî òåì³ äîñë³äæåííÿ 

Â ðîáîò³ [1, 2] ïîêàçàíà àêòóàëüí³ñòü ïðîáëåìè ïîâåðõíåâîãî 

çì³öíåííÿ ìåòàë³â, ïðåäñòàâëåí³ åêñïåðèìåíòàëüí³ ìåòîäè 

äîñë³äæåííÿ äàííî¿ ïðîáëåìè. Îá÷èñëþâàëüí³ åêñïåðèìåíòè íàâåäåí³ 

â ðîáîòàõ [3 – 6]. Â ðîáîòàõ [3, 5] ïðîàíàë³çîâàíî ä³ÿ ñèíóñî¿äàëüíîãî 

òåïëîâîãî ³ìïóëüñó íà ð³çí³ ìåòàëè. Â ðîáîò³ [4] ðîçãëÿíóò³ 

ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ ïðîöåñ³â òåïëîïðîâ³äíîñò³ â áàãàòîøàðîâèõ 

ñèñòåìàõ, íà îñíîâ³ ã³ïåðáîë³÷íèõ ð³âíÿíü. 

Ôîðìóëþâàííÿ ö³ëåé ñòàòò³ 

Ìåòîþ äàíî¿ ðîáîòè º ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ òåïëîâîãî 

ïðîöåñó ïîâåðõíåâîãî çì³öíåííÿ äâîøàðîâèõ åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é 

òà ðîçðîáêà îá÷èñëþâàëüíîãî ìåòîäó äîñë³äæåííÿ òåìïåðàòóðíèõ 

ïîë³â. 

Îñíîâíà ÷àñòèíà 

Ðîçãëÿíåìî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü çàäà÷³ íåñòàö³îíàðíî¿ 

òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ äâîøàðîâîãî ò³ëà. Äëÿ êîæíîãî øàðó ïðèéíÿòà 

ëîêàëüíà ñèñòåìà êîîðäèíàò: 1 10 x R� � , 2 20 x R� � . Ñèñòåìà 

ã³ïåðáîë³÷íèõ ð³âíÿíü òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ äâîøàðîâîãî ò³ëà ìàº 

âèãëÿä: 
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ßêùî â ð³âíÿíí³ (1) , 0rFo � 
 , òî âîíè ïåðåõîäòü â ñèñòåìó 

ïàðàáîë³÷íèõ ð³âíÿíü. 

Â ÿêîñò³ óìîâ íà êîíòàêò³ øàð³â ðîçãëÿäàþòüñÿ ³äåàëüí³ óìîâè 

÷åòâåðòîãî ðîäó 
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 (4) 
äå � �0f Fo  – íåñòàö³îíàðíèé òåïëîâèé ïîò³ê. 

Çàñòîñîâóþ÷è äî çàäà÷³ (1) – (4) îïåðàö³éíèé ìåòîä ïåðåòâîðåííÿ 

Ëàïëàñà, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷³ â çîáðàæåííÿõ ìàº âèãëÿä 
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çíàõîäÿòüñÿ ³ç ïî÷àòêîâèõ, ãðàíè÷íèõ óìîâ òà óìîâ êîíòàêòó(2) – (4): 
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Êîìïîíåíòè ä³¿, ÿê³ âõîäÿòü äî êîíñòàíò ³íòåãðóâàííÿ âêëþ÷àþò 

â ñîá³ íåñòàö³îíàðí³ ãðàíè÷í³ óìîâè, íåð³âíîì³ðíèé ðîçïîä³ë 
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� � � �*
4 2 1,g p z p#
 ; 

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî âíóòð³øí³ äæåðåëà òåïëà â³äñóòí³ 

� �, 0w x Fo� 
  ìàºìî � � � � � �* , 1rz x p Fo x� ��
 � �  . 

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷³ ç óðàõóâàííÿì êîíñòàíò ³íòåãðóâàííÿ çàïèøåìî 

ó âèãëÿä³ 
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Âèêîðèñòîâóþ÷è (5) ïðè ïåðåõîä³ â³ä çîáðàæåííÿ äî îðèã³íàëó 

îòðèìàºìî ñòðóêòóðíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷³ ó âèãëÿä³: 
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� �,,r rg Fo Fo �  – êîìïîíåíòè ä³¿. Âì³ñò ôóíêö³é � �,x p$ , � �,n p�% , 

� �3 1l  íàâåäåíî â ðîáîòàõ [3-6]. 

Ðîçâ'ÿçîê (6) º çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷³, äîñòîâ³ðí³ñòü 

îòðèìàíîãî ðîçâ’ÿçêó ïîêàçàíî â ðîáîò³ [4]. 
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Â ðåçóëüòàò³ ïðîâåäåíèõ ÷èñëîâèõ äîñë³äæåíü áóëè îòðèìàí³ 

ðîçïîä³ëè òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â ïðè ïîâåðõíåâîìó çì³öíåíí³ 

äâîøàðîâî¿ íåîáìåæåíî¿ ïëàñòèíè, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ³ç ñòàë³ òà 

òèòàíó. Òåïëîô³çè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ìàòåð³àë³â ïðèâåäåí³ â 

òàáëèö³ 1.  

Òàáëèöÿ 1 

Òåïëîô³çè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ìàòåð³àë³â 
 �, (Âò/ì Ê) ñ, (Äæ/êã Ê) �, (êã/ì3) òîâùèíà, (ì) 

r� , ñ 

Ñò.15 55 565 7860 10-7 10-11 
Òèòàí 17 586 4500 10-7 10-11 

Ãðàíè÷í³ óìîâè íà ïîâåðõí³ 0x 
  áóëè çàäàí³ ó âèãëÿä³ 

³ìïóëüñíî¿ ä³¿ ïàðàáîë³÷íîãî òà ñèíóñî¿äàëüíîãî òèïó â ðîçì³ðíîìó 

âèãëÿä³: 
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Äëÿ ïîð³âíÿííÿ â³äì³ííîñò³ ã³ïåðáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ òà 

ïàðàáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí³ 

çàëåæíîñò³ òåìïåðàòóð â³ä ÷àñó Fo  ïðè 0x 
 , ç ÿêèõ âèäíî, ùî 

ðîçâ'ÿçîê ã³ïåðáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ òà ïàðàáîë³÷íîãî â³äð³çíÿþòüñÿ.  

 

Ðèñ. 1 – Òåìïåðàòóðíå ïîëå äëÿ òèòàíó ïðè 0x 
 : 

       –ïàðàáîë³÷íèé ðîçâ'ÿçîê,         – ã³ïåðáîë³÷íèé ðîçâ'ÿçîê 
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Íà ðèñ. 2, ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåí³ òåìïåðàòóðí³ ïîëÿ äëÿ ñòàë³ (ä³ÿ 

ñèíóñî¿äàëüíîãî ³ìïóëüñó) â ìîìåíò ÷àñó 0,01Fo 
 , òà â ïåðåð³ç³ 

0,005x 
 . Íà ðèñ. 4, ðèñ. 5 ïðî³ëþñòðîâàíî ðîçïîä³ë òåìïåðàòóð â 

ïåðåð³ç³ 0,005x 
  (ðèñ. 5); â ìîìåíò ÷àñó 0,01Fo 
  (ðèñ. 4) ïëàñòèíè 

³ç òèòàíó (ä³ÿ ïàðàáîë³÷íîãî ³ìïóëüñó). 

Ðèñ. 2 – Òåìïåðàòóðíå ïîëå äëÿ  
Ñò.15 ïðè Fo = 0,01 

 (ñèíóñî¿äàëüíèé ³ìïóëüñ) 

Ðèñ – 3. Òåìïåðàòóðíå ïîëå äëÿ 
Ñò.15 ïðè x = 0,0005 

(ñèíóñî¿äàëüíèé ³ìïóëüñ) 

Ðèñ. 4 – Òåìïåðàòóðíå ïîëå  
äëÿ òèòàíó ïðè Fo = 0,01 
(ïàðàáîë³÷íèé ³ìïóëüñ) 

Ðèñ. 5 – Òåìïåðàòóðíå ïîëå  
äëÿ òèòàíó ïðè x = 0,0005 

(ïàðàáîë³÷íèé ³ìïóëüñ) 

Âèñíîâêè é ïåðñïåêòèâè ïîäàëüøèõ äîñë³äæåíü 

Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü òåïëîâîãî ïðîöåñó ïîâåðõíåâîãî çì³öíåííÿ 

äâîøàðîâèõ åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é, íà îñíîâ³ ñèñòåìè ã³ïåðáîë³÷íèõ 

ð³âíÿíü òåïëîïðîâ³äíîñò³ ç íåñòàö³îíàðíèìè ãðàíè÷íèìè óîâàìè, 

äîçâîëÿº ïðîãíîçóâàòè òåìïåðàòóðíå ïîëå ïîâåðõíåâîãî øàðó 
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