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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî íàïðóæåíî - äåôîðìîâàíèé 

ñòàí  öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ³ç êîìïîçèòíîãî ìàòåð³àëó ðàä³óñà R , 

òîâùèíèh . Îáîëîíêà ïîñëàáëåíà êðóãîâèì îòâîðîì ðàä³óñà 0r  ³ 

íàâàíòàæåíà âíóòð³øí³ì òèñêîì ³íòåíñèâíîñò³ 0p  òà îñüîâèì 

íàâàíòàæåííÿì ³íòåíñèâíîñò³ q. Ââàæàºìî, ùî â îáîëîíö³ âèíèêàþòü 

ïðóæí³ äåôîðìàö³¿, à êîìïîçèòíèé ìàòåð³àë îðòîòðîïíèé. Äëÿ âñüîãî 

ïàêåòó îáîëîíêè ìîæóòü áóòè çíàéäåí³ ïðèâåäåí³ æîðñòê³ñí³ 

õàðàêòåðèñòèêè â³äíîñíî ðîçòÿãó – ñòèñêó, çãèíó, êðó÷åííÿ ³ 

ì³æøàðîâîãî çñóâó.  

Â³äíåñåìî ñåðåäèííó ïîâåðõíþ îáîëîíêè äî ïîëÿðíî¿ 

íàï³âãåîäåçè÷íî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ( ,� � ) ç ïî÷àòêîì â öåíòð³ 

îòâîðó. Ïðè öüîìó ïàðàìåòðè Ëàìå ³ êðèâèçíè îáîëîíêè çàïèøåìî â 

âèãëÿä³  
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Îäíîð³äíà ñèñòåìà ð³âíÿíü ð³âíîâàãè íåïîëîãî¿ îáîëîíêè â 

çóñèëëÿõ â îáðàí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò ³ ç âðàõóâàííÿì (1) çàïèøåòüñÿ 

ó âèãëÿä³ [1] 
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Ãåîìåòðè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ äåôîðìàö³ÿìè, çì³íàìè 

êðèâèçí ³ óçàãàëüíåíèìè ïåðåì³ùåííÿìè áóäóòü 
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Ñï³ââ³äíîøåííÿ ïðóæíîñò³ äëÿ îðòîòðîïíîãî ìàòåð³àëó 

îáîëîíêè ïîäàìî â âèãëÿä³ [1] 

1 1 2 2 3 12 1 1 2 2 3 12,, 2 ( 1,2,3)i i i i i i i iT B B B G D D D i	 	 	 � � �� � � � � � �  

13 ( 1,2),i iQ K i	� �        (4) 

äå ,,ji ji iB D K óçàãàëüíåí³ æîðñòêîñò³  ìàòåð³àëó îáîëîíêè. 

Îñíîâíèé íàïðóæåíèé ñòàí, ùî âèíèêàº â íåïîñëàáëåí³é 

îòâîðîì îáîëîíö³, âèçíà÷àºòüñÿ çà áåçìîìåíòíîþ òåîð³ºþ [1]. 

Çáóðåíèé íàïðóæåíèé ñòàí äëÿ íåïîëîãî¿ îáîëîíêè, ùî 

ïîðîäæóºòüñÿ íàÿâí³ñòþ îòâîðó, çíàõîäèòüñÿ ç ð³âíÿíü çàãàëüíî¿ 

òåîð³¿ îáîëîíîê [1]. 

Ãðàíè÷í³ óìîâè íà êîíòóð³ îòâîðó ïðè 0� ��  ìàþòü âèãëÿä 
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0 00, 0,
2

p r
G H Q� �� �� � � . 

Ó âèïàäêó 0 0p �  îòðèìóºìî çàäà÷ó äëÿ îáîëîíêè, íàâàíòàæåíî¿ 

îñüîâèì ðîçòÿãîì –ñòèñêîì; ïðè q=0 – â³äïîâ³äíî äëÿ îáîëîíêè ï³ä 

ä³ºþ âíóòð³øíüîãî òèñêó. 

2. Ìåòîä ðîçâ'ÿçêó çàäà÷³. Áóäåìî âèõîäèòè ç çàñòîñóâàííÿ 

âàð³àö³éíî-ð³çíèöåâîãî ìåòîäó [2, 5, 6]. Çã³äíî ïðèíöèïó ìîæëèâèõ 

ïåðåì³ùåíü Ëàãðàíæà äîñòîâ³ðí³ ïåðåì³ùåííÿ ïåðåòâîðþþòü 

ôóíêö³þ Ëàãðàíæà �  â â³äíîñíèé ì³í³ìóì  

0,� � �           (6) 

ùî åêâ³âàëåíòíî ð³âíîñò³ íóëþ âñ³õ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ïî 

íåçàëåæíèõ çì³ííèõ. Òóò ,V A� � �  V - ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ 

äåôîðìàö³¿, A  - ñóìà ðîá³ò çîâí³øí³õ ñèë íà íåçàëåæíèõ 

ïåðåì³ùåííÿõ îáîëîíêè. 
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Ïîòåíö³éíó åíåðã³þ çàïèøåìî ÷åðåç ïðóæíèé ïîòåíö³àë � [3] 

,
G

V dG� ��           (7) 

äå G  - îáëàñòü, ÿêó çàéìàº ñåðåäèííà ïîâåðõíÿ îáîëîíêè. 

Ãåîìåòðè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (3) ïîäàìî â êîìïàêòíîìó âèãëÿä³ 
15

1

,ik k
k

N U	
�

� �         (8) 

äå � 1,15kU k �  – äåÿê³ óçàãàëüíåí³ ïåðåì³ùåííÿ, à êîìïîíåíòè 

ìàòðèö³ � 1,8; 1,15ikN i k� �  çíàõîäÿòüñÿ ç (3). Òóò íåçàëåæíèõ 

óçàãàëüíåíèõ ïåðåì³ùåíü ëèøå ï’ÿòü: 

�  � 1 4 7 10 131,4,7,10,13 ; , , , , ,lU l U u U v U w U U� �
 
� � � � � �  

à ðåøòà ïîâ’ÿçàí³ ç íèìè çàëåæíîñòÿìè: 

� 1 2; 1,4,7,10,13 .l l
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Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè (8) â  âèðàç äëÿ ïðóæíîãî ïîòåíö³àëó � [4] 

îòðèìàºìî 
15 15

,
1 1

kr r k k
k r

P U R U
� �

� �� � �� �
� �

� �        (9) 

äå krP  ³ kR  çàëåæàòü â³ä jkN  [2]. 

Âàð³àö³éíó çàäà÷ó äëÿ â³äíîñíèõ çì³ùåíü çàì³íèìî âàð³àö³éíîþ 

çàäà÷åþ äëÿ äèñêðåòíèõ ¿õ çíà÷åíü ó âóçëàõ îñíîâíî¿ òà äîïîì³æíî¿ 

ñ³òîê îäíàêîâî¿ ðîçì³ðíîñò³. Âóçëè îñíîâíî¿ ñ³òêè  ïîçíà÷àþòüñÿ 

ö³ëèìè ³íäåêñàìè ( ,s t ), à äîïîì³æíî¿, ùî ëåæàòü ïîñåðåäèí³ ì³æ 

âóçëàìè îñíîâíî¿, – äðîáîâèìè ³íäåêñàìè (
1 1

,
2 2

s t� � ). Âóçëè 

ïåðåòèíó îáîõ ñ³òîê ïîçíà÷àþòüñÿ çì³øàíèìè ³íäåêñàìè (
1

,
2

s t� ) è 

(
1

,
2

s t � ). Îñíîâíà ñ³òêà ïî êîîðäèíàò³ �  ìàº êðîê �  � 1, ,s s m�� �  

à ïî êîîðäèíàò³ � - �  � 1, .t t n�� �  Òóò m  - ê³ëüê³ñòü âóçë³â ñ³òêè 

ïî êîîðäèíàò³ � , n  – ïî êîîðäèíàò³ � . 

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìóºìî äèñêðåòíèé àíàëîã ôóíêö³¿ Ëàãðàíæà 

� . Ïîâåðõíåâèé ³íòåãðàë â (7) ïîäàíèé â âèãëÿä³ ïîäâ³éíî¿ ñóìè [4] 
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1 1
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m n

st st

s t

V G
� �

� ���  (10) 

äå � ,st
s t� �� � �  – çíà÷åííÿ ïðóæíîãî ïîòåíö³àëó â òî÷ö³ 

� , ;s t� �  stG  – âàãîâà ôóíêö³ÿ, ùî ÿâëÿº ñîáîþ ÷àñòèíó ïëîù³ 

÷îòèðèêóòíî¿ ÿ÷åéêè ç öåíòðîì â òî÷ö³ � ,s t� �  ³ ñòîðîíàìè 

�  �  �  � 1 1
1 ; 1 ,

2 2
s s t t� � � �� � � �� � � �� � � ��  �   

ÿê³ íàëåæàòü îáëàñò³ S . 

Ç óìîâ (6) îòðèìóºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî 

äèñêðåòíèõ  çíà÷åíü ïåðåì³ùåíü ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ ³ ôóíêö³é çñóâó  

lU  ( l   =1,4,7,10,13) [4] 

� 
11 13

1 1 1

, 1,4,7,10,13; 1, ; 1, .
ji

ab ab ij
kl k l

a i b j k

P U Q l k i m j n
��

� � � � �
� � � �� � �  (11) 

Òóò ab
klP  – çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â â âóçë³ ,a b  ïðè â³äîì³é 

âåëè÷èí³ ab
kU   â ð³âíÿíí³ äëÿ ij

lU , ÿêèé º ôóíêö³ºþ ãåîìåòðè÷íèõ ³ 

ìåõàí³÷íèõ ïàðàìåòð³â îáîëîíêè; ij
lQ  – çíà÷åííÿ â âóçë³ � ,i j  l  -õ 

êîìïîíåíò ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ[2].  Ìàòðèöÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü 

(11) ñèìåòðè÷íà, äîäàòíüî âèçíà÷åíà, ³ ìàº ñòð³÷êîâó ñòðóêòóðó, ùî 

äîçâîëÿº ñêîðîòèòè îáñÿã âèêîðèñòîâàíî¿ ïàì'ÿò³ ïðè ðîçðàõóíêàõ íà 

ÅÎÌ.  

3. ×èñëîâ³ ðåçóëüòàòè. Ðîçãëÿíåìî ð³âíîâàãó öèë³íäðè÷íî¿ 

îáîëîíêè ç êðóãîâèì îòâîðîì.  Ïðè ðîçðàõóíêàõ ðîçãëÿäàëèñü òàê³ 

ïàðàìåòðè îáîëîíêè ³ ìàòåð³àëó:  

0 2
1

1

100; 11; 0,23; 0,27;r ER
h r E !� � � �  

13 2312

1 1 1

0,09; . 0,07.G GG
E E E� � �  

Â òàáëèöÿõ 1, 2 íàâåäåí³ çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â êîíöåíòðàö³¿ 

íàïðóæåíü 1 2

6,T Gk kp ph
� �

� �� �  � 0 2
qp p R R�� "  ïî êîíòóðó 

íåï³äêð³ïëåíîãî îòâîðó.  

Â òàáëèö³ 1 ïðåäñòàâëåí³ ðåçóëüòàòè äëÿ îáîëîíêè, 

íàâàíòàæåíî¿ âíóòð³øí³ì òèñêîì (q=0), à â òàáëèö³ 2 – â³äïîâ³äíî 

äëÿ âèïàäêó îñüîâîãî ðîçòÿãó ( 0 0p � ). 
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Çàóâàæèìî, ùî íàâåäåíà ìåòîäèêà äîçâîëÿº ðîçãëÿäàòè ñóì³ñíó 

ä³þ âíóòð³øíüîãî òèñêó ³ ðîçòÿãó, àáî ñòèñêó ïî îñ³ îáîëîíêè ïðè 

ð³çíèõ çíà÷åííÿõ 0p  òà q.  

Òàáëèöÿ 1

�  
� 

0 8
�  

4
�  3

4
�

2
�  

TK�  7,64 6,31 4,72 2,21 -1,84
GK�  -2,41 -1,27 0,87 3,01 5,34 

 

Òàáëèöÿ 2

�  
� 

0 8
�  

4
�  3

4
�

2
�  

TK� -0,62 -0,24 0,62 2,23 5,04 
GK� 0,22 0,16 0,49 0,03 -0,23
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