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Ââåäåíèå. Òîíêîñòåííûå òðóá÷àòûå âàëû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç 

îñíîâíûõ êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ ñîâðåìåííîãî àâèà- è 

ýíåðãîìàøèíîñòðîåíèÿ. Â ïðîöåññå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ óãëîâàÿ 

ñêîðîñòü èõ âðàùåíèÿ ìîæåò äîñòèãàòü 30000 îá/ìèí. Ãåíåðèðóåìûå 

ýòèì âðàùåíèåì öåíòðîáåæíûå ñèëû èíåðöèè ïðèâîäÿò íå òîëüêî ê 

âîçíèêíîâåíèþ èíòåíñèâíûõ ïîëåé íàïðÿæåíèé â ýòèõ âàëàõ, íî 

ìîãóò áûòü òàêæå è ïðè÷èíîé èõ áèôóðêàöèîííîãî 

êâàçèñòàòè÷åñêîãî âûïó÷èâàíèÿ. Ïðîáëåìàìè èññëåäîâàíèÿ 

óñòîé÷èâîñòè âðàùàþùèõñÿ âàëîâ ïðè ðàçëè÷íûõ ñõåìàõ èõ 

îïèðàíèÿ ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Ïîñòàíîâêè çàäà÷ îá èõ 

óñòîé÷èâîñòè, ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ è îáçîð íàó÷íîé ëèòåðàòóðû ïî 

ýòèì âîïðîñàì ìîæíî íàéòè â ïóáëèêàöèÿõ [1-6]. Â ðàáîòàõ [1,2] 

ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è áèôóðêàöèîííîãî âûïó÷èâàíèÿ âàëîâ ñ 

ó÷åòîì èõ ñæàòèÿ èëè ðàñòÿæåíèÿ îñåâîé ñèëîé. Ïðè ýòîì 

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè ñèëû ÿâëÿþòñÿ “ìåðòâûìè” (íåñëåäÿùèìè) 

(ðèñ.1,à) è ïîýòîìó â âàëàõ ðåàëèçóåòñÿ ýéëåðîâà ïîòåðÿ 

óñòîé÷èâîñòè. 

 
à)    á)    â) 

Ðèñóíîê 1 

Â ðàáîòàõ [3-6] îáðàùåíî âíèìàíèå íà õàðàêòåð äåéñòâèÿ 

îñåâûõ ñèë íà ñòåðæíåâûå ñèñòåìû. Â íèõ ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ñèëà, 

ïðèëîæåííàÿ ê ñâîáîäíîìó êîíöó êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ, ÿâëÿåòñÿ 
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ñëåäÿùåé (ðèñ.1,á,â), òî åãî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ìîæåò áûòü 

ðåàëèçîâàíà òîëüêî ïîñðåäñòâîì ïåðåõîäà â íåóñòîé÷èâîå 

êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå. Ñèñòåìû òàêîãî âèäà îòíîñÿòñÿ ê êëàññó 

íåêîíñåðâàòèâíûõ. 

Çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ òîíêîñòåííîãî âàëà ñóùåñòâåííî 

óñëîæíÿåòñÿ, åñëè îí âðàùàåòñÿ è ïîäâåðãàåòñÿ äåéñòâèþ ñëåäÿùèõ 

îñåâûõ íàãðóçîê îäíîâðåìåííî. Â ýòîì ñëó÷àå â çàâèñèìîñòè îò 

ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñèëàìè èíåðöèè âðàùåíèÿ è îñåâûìè 

íàãðóçêàìè ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê ñòàòè÷åñêàÿ, òàê è 

äèíàìè÷åñêàÿ ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Ïðè ýòîì âàæíûì 

îñòàåòñÿ âîïðîñ âûáîðà ìîäåëè âðàùàþùåãîñÿ òîíêîñòåííîãî âàëà. Â 

çàâèñèìîñòè îò äèàìåòðà, òîëùèíû è äëèíû âàëà ìîäåëèðîâàíèå åãî 

ïîâåäåíèÿ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî êàê ñ ïîìîùüþ òåîðèè 

ñòåðæíåé, òàê è òåîðèè òîíêèõ îáîëî÷åê. 

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå 

ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé òîíêîñòåííûõ 

êîíñîëüíûõ âðàùàþùèõñÿ âàëîâ, íàãðóæåííûõ îñåâîé ñëåäÿùåé 

ñèëîé. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäåëåé òåîðèè 

ñòåðæíåé è òåîðèè òîíêèõ îáîëî÷åê. 

Ìîäåëü òåîðèè âðàùàþùèõñÿ áàëîê. Ïóñòü óïðóãèé ñòåðæåíü, 

íàïðÿæåííûé ïðîäîëüíîé ñèëîé Ò, âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé 

ñêîðîñòüþ ��  âîêðóã ñâîåé ïðîäîëüíîé îñè. Ñôîðìóëèðóåì óðàâíåíèÿ 

åãî äâèæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò 

OXYZ ñ íà÷àëîì â íåêîòîðîé òî÷êå ñòåðæíÿ è âðàùàþùóþñÿ âìåñòå ñ 

íèì ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz ñ îðòàìè , ,i j k
� ��

. Â èñõîäíîì 

íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè îñè OZ, Oz ñîâïàäàþò ñ ïðîäîëüíîé 

îñüþ ñòåðæíÿ. Áóäåì èññëåäîâàòü êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ âî 

âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz. Ïðèìåì, ÷òî óïðóãèå 

ïåðåìåùåíèÿ åãî ýëåìåíòîâ âäîëü îñåé Ox è Oy ñîñòàâëÿþò u è v, 

ïåðåìåùåíèÿìè âäîëü îñè Oz áóäåì ïðåíåáðåãàòü. 

Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíÿ èñïîëüçóåì 

ïðèíöèï Äàëàìáåðà â ôîðìå óðàâíåíèé èçãèáà â ïëîñêîñòÿõ xOz è 

yOz. 
2
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Çäåñü Mx, My – âíóòðåííèå ìîìåíòû â ðàññìàòðèâàåìîì ñå÷åíèè 

ñòåðæíÿ, äåéñòâóþùèå îòíîñèòåëüíî îñåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç öåíòð 
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ñå÷åíèÿ ïàðàëëåëüíî îñÿì Ox è Oy; qx è qy – èíòåíñèâíîñòè ñèë 

èíåðöèè, íàïðàâëåííûõ ïàðàëëåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèì îñÿì. 

Ïîñêîëüêó ñòåðæåíü ïðåäíàïðÿæåí ïðîäîëüíîé ñèëîé Ò, 

âûçûâàþùåé â í¸ì äîïîëíèòåëüíûå èçãèáàþùèå ìîìåíòû ïðè åãî 

äåôîðìèðîâàíèè, äëÿ âíóòðåííèõ èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ 

èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû 
2

2x

d v
M EI Tv

dz
� � , 

2

2y

d u
M EI Tu

dz
� � .    (2) 

Çäåñü âòîðûå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ îïðåäåëÿþò 

äîïîëíèòåëüíûå èçãèáàþùèå ìîìåíòû, îáóñëîâëåííûå 

ýêñöåíòðèñèòåòîì ïðîäîëüíîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû Ò ïðè 

äåôîðìèðîâàíèè ñòåðæíÿ. 

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ qx è qy ïîïåðå÷íîé 

ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè íà ñòåðæåíü íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî åå 

ðîëü èãðàþò ñèëû èíåðöèè, âûçâàííûå âðàùåíèåì ñòåðæíÿ è åãî 

óïðóãèìè êîëåáàíèÿìè. Ïîòîìó âåêòîð q
�
 ýòîé íàãðóçêè íàõîäèòñÿ ñ 

ïîìîùüþ ðàâåíñòâà  

q Fa�� �
� �

,          (3) 

ãäå � – ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ, F – ïëîùàäü åãî 

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, a
�
 – àáñîëþòíîå óñêîðåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî 

ýëåìåíòà. Ïðè ïîäñ÷åòå âåêòîðà q
�
 ó÷òåì, ÷òî ìåõàíè÷åñêîå ïîâåäåíèå 

ñòåðæíÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz, â 

ñâÿçè ñ ýòèì äâèæåíèå êàæäîãî åãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì. Â 

ýòîì ñëó÷àå åãî àáñîëþòíîå óñêîðåíèå a
�
 ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå 

Êîðèîëèñà  
e r ca a a a� � �

� � � �
,         (4) 

ãäå ea
�

, ra
�

, ca
�

 – âåêòîðû ïåðåíîñíîãî, îòíîñèòåëüíîãî è 

êîðèîëèñîâà óñêîðåíèÿ. 

Âûïîëíèâ ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðíûå îïåðàöèè, ïîëó÷èì 

ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà ñèë èíåðöèè 
2

2

2

2
2

2

2 ,

2 .

x

y

dv d u
q F u

dt dt

du d v
q F v

dt dt

� � �

� � �
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 �
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� � � � �
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      (5) 

Ïîñëå ïåðåõîäà îò îáûêíîâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ê ÷àñòíûì íà 

îñíîâå ñîîòíîøåíèé (1), (2), (5) ñòðîÿòñÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé 
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âðàùàþùåãîñÿ ñòåðæíÿ, íàïðÿæåííîãî ïðîäîëüíîé ñèëîé Ò 
4 2 2

2

4 2 2

4 2 2
2

4 2 2

2 0,

2 0.

u u v u
EI T F u F F

z z t t
v v u v

EI T F v F F
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� � � � �

� � � �
� � � �

� � � � �
� � � �

   (6) 

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ñèñòåìû ìîæíî èññëåäîâàòü äèíàìè÷åñêóþ 

ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè âî âðàùàþùåìñÿ ñòåðæíå. Îòìåòèì, ÷òî, 

íåñìîòðÿ íà åå ëèíåéíîñòü, îíà îáëàäàåò äîâîëüíî ñëîæíîé 

ñòðóêòóðîé, îáóñëîâëåííîé íàëè÷èåì ñëàãàåìûõ âèäà  

2 , 2F v t F u t� � � �� � � � � �  â ïåðâîì è âòîðîì óðàâíåíèÿõ. 

Îòìå÷åííîå óñëîæíåíèå ñèñòåìû (6) óêàçàííûìè ÷ëåíàìè ñâÿçàíî ñ 

òåì, ÷òî îíè ñîäåðæàò íå÷åòíûå ïðîèçâîäíûå ïî t, à êîýôôèöèåíòû 

ïåðåä ýòèìè ñëàãàåìûìè îáðàçóþò êîñîñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû. 

Ïðè êîíñîëüíîì îïèðàíèè áàëêè íà êðàÿõ Z = 0 i Z = L 

ðåàëèçóþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ 

0 0

2 2 3 3

2 2 3 3

(0) (0) 0, 0,

0, 0.

z z
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du dv
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dz dz
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dz dz dz dz
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   (7) 

Çàìåíîé ( ) sin , ( ) coss cu U z ct v V z ct� �  ñèñòåìà 

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (6) ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 

ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 

óðàâíåíèé  
4 2

2 2

4 2
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2 0,
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s s
s c s
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d U d U
EI T F U F cV Fc U
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EI T F V F cU Fc V
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� � � � �

� � � � �
   (8) 

êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà ñ ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðû 

îðòîãîíàëèçàöèè ïî Ãîäóíîâó. 

Ìîäåëü òåîðèè âðàùàþùèõñÿ òîíêèõ îáîëî÷åê. Áóäåì ñ÷èòàòü, 

÷òî òîíêîñòåííàÿ òðóáà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäðè÷åñêóþ 

îáîëî÷êó, æåñòêî ñâÿçàííóþ ñ íîñèòåëåì, êîòîðûé âðàùàåòñÿ ñ 

ïîñòîÿííîé ïî ìîäóëþ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ��  âìåñòå ñ ñèñòåìîé 

êîîðäèíàò Oxyz îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè Oz (ðèñ.2). Ââåäåì 

ïðàâûå ñèñòåìû êîîðäèíàò: OX*Y*Z* – èíåðöèîííàÿ ñèñòåìà 

êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå îïîðíîãî êîíòóðà îáîëî÷êè, îñü OZ* 
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ñîâïàäàåò ñ îñüþ Oz. Íà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè ââåäåì 

îðòîãîíàëüíóþ êðèâîëèíåéíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox1x2x3, ó êîòîðîé 

êîîðäèíàòíàÿ ëèíèÿ x1 ëåæèò â îáðàçóþùåì ñå÷åíèè, x2 

íàïðàâëåííàÿ â êðóãîâîì íàïðàâëåíèè, x3 – âäîëü íàïðàâëåíèÿ 

âíóòðåííåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. 

 
Ðèñóíîê 2 

Óðàâíåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ýëåìåíòà îáîëî÷êè, 

çàïèñàííûå â êðèâîëèíåéíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 

Ox1x2x3 ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè e�

�
 íà ïîâåðõíîñòè, èìåþò âèä [7,8] 

0,p�
�� � � �
� �

 � �11 22( ) 0, 1, 2e a a� �
� � �� � � � � � �
� �

.  (9) 

Çäåñü ��
�

 – âåêòîð âíóòðåííèõ ñèë â îáîëî÷êå, ��
�

 – âåêòîð 

âíóòðåííèõ ìîìåíòîâ, à11, à22 – êîýôôèöèåíòû ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé 

ôîðìû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, p
�
 – âåêòîð èíòåíñèâíîñòè âíåøíåé 

ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè. 

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå ñâÿçè ìåæäó êîíòðàâàðèàíòíûìè 

êîìïîíåíòàìè ôóíêöèé âíóòðåííèõ ñèë T ij è ìîìåíòîâ M ij è 

êîâàðèàíòíûìè ñîñòàâëÿþùèìè ôóíêöèé äåôîðìàöèè � ij è 

èçìåíåíèÿ êðèâèçí � ij  
2

3 2

( (1 ) ) /(1 ),

( (1 ) ) /12(1 ),

ij ij i j

ij ij i j

h a a a a

h a a a a

�� � �
��

�� � �
��

� � �

� � �

� � � � � �

� � � � � �
    (10) 

âûðàçèâ ýòè ôóíêöèè ÷åðåç êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû u 1, u 2, u 3 

âåêòîðà ïåðåìåùåíèé u
�
 è óãëà ïîâîðîòà � i ñå÷åíèÿ, ïîëó÷àåì 

ðàñ÷åòíûå óðàâíåíèÿ óñòîé÷èâîñòè.  

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ êðèòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ âàëà, 

ðåàëèçóåìûå ïî ïåðâîé ãàðìîíèêå îêðóæíîé êîîðäèíàòû, 

ÿâëÿþùåéñÿ íàèìåíåå ýíåðãîåìêîé. Ïîýòîìó áóäåì 
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àïïðîêñèìèðîâàòü èñêîìûå ïåðåìåííûå áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè 

sin(ct+x2), cos(ct+x2) ñ ôàçîâîé êîîðäèíàòîé ct+õ2, ãäå ñ – ÷àñòîòà 

ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé [7]. Òîãäà ñ ó÷åòîì ýòîãî óïðîùåíèÿ èç (9), (10) 

ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé  
� � � � � � � � � �11 12 11 22 131 1 2 1 1

11 21 22 1(2 )d dx T b� � � � � � � � � � � � �  

� � � �
2 2

11 111 1
[ ] 0h r a c u a� � �� � � � ; 

� � � � � � � �
� � � � � �212 22 12 11 231 2 1 2 1 2

12 11 0 22
(3 )dT dx T T T d u dx b T� � � � � � � �  

� � � � � � � �
2 2 2

22 22 22 222 3 2 2
[ 2 ] 0h r a cu a c u a u a� � � � �� � � � � � ; (11) 

� � � � � � � �
� �

� �
� �

� �13 23 13 11 11 221 2 1
12 11 11 011 22

( )dT dx T T b T T b T�� � � � � � � � � �  

� �
� �

� � � � � �
22 2 2

0 2222 2 3 3
[ 2 ] 0T h cu a u c u� � � �� � � � � � . 

Îòìåòèì, ÷òî ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ, îïèñàííûå ýòîé ñèñòåìîé, 

èìåþò âèä ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû, áåãóùåé â íàïðàâëåíèè âðàùåíèÿ ñ 

óãëîâîé ñêîðîñòüþ ñ. Ïðè÷åì, åñëè ïðè ��0 ÷àñòîòû ÿâëÿþòñÿ 

êðàòíûìè, à âîëíû ñòîÿ÷èìè, òî ïðè ��0 êðàòíûå ÷àñòîòû 

ðàñùåïëÿþòñÿ íà äâå è èõ ìîäû íà÷èíàþò ïðåöåññèðîâàòü â ðàçíûõ 

íàïðàâëåíèÿõ. Îòðèöàòåëüíîé ÷àñòîòå ñ îòâå÷àåò ïðåöåññèÿ â 

íàïðàâëåíèè âðàùåíèè îáîëî÷êè (ïðÿìàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ), 

ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòîòå ñ – ïðåöåññèÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì 

íàïðàâëåíèè (îáðàòíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ). 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ è ìåòîäèêà åå ðåøåíèÿ. 

Ïðèâåäåì ñèñòåìû (8) è (11) ê ñèñòåìå âîñüìè óðàâíåíèé ïåðâîãî 

ïîðÿäêà 

2
1 2 3

dy
Q y TQ y Q y

dz
�� � �

� � � �
.       (12) 

Çäåñü ( )y z
�

 – âîñüìèìåðíàÿ èñêîìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ñ 

êîìïîíåíòàìè 1y u� , 2

du
y

dz
� , 

2

3 2

d u
y

dz
� , 

3

4 3

d u
y

dz
� , 5y v� , 6

dv
y

dz
� , 

2

7 2

d v
y

dz
� , 

3

8 3

d v
y

dz
�  äëÿ òåîðèè áàëîê è 1 (1)y u� , 2 (2)y u� , 3 (3)y u� , 

4 (1)y �� , 5 (11)y �� , 6 (12)y �� , 7 (11)y �� , (13)
8y � �  äëÿ òåîðèè îáîëî÷åê; 

1Q , 2Q , 3Q  – ïîñòîÿííûå ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ðàçìåðà 8�8.  

Âåêòîð-ôóíêöèÿ ( )y z
�

 äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì 

óñëîâèÿì, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
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1 (0) 0A y �
�

,  � �2 0A y L �
�

,      (13) 

ãäå A1, A2 – ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåðà 4�8.  

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (12) ïðè çàäàííûõ T, � ïðåäñòàâëÿåòñÿ 

â ôîðìå Êîøè 

� � � �y z Y z C�
��
,         (14) 

ãäå Y(z) – ìàòðèöà Êîøè ðàçìåðà 8�8 ðåøåíèé ñèñòåìû (18) ñ 

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Y(0)=E, E – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà; C
�
 – 

èñêîìûé ïîñòîÿííûé âîñüìèìåðíûé âåêòîð.  

Ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêîãî ïîäõîäà âíà÷àëå ïðè çàäàííûõ T è � 

ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (12) ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà ñòðîèòñÿ 

ìàòðèöà Y(z) íà îòðåçêå 0 � z � L. Çàòåì ïóòåì ïîäñòàíîâêè 

ñôîðìèðîâàííîãî ñ åå ïîìîùüþ ðåøåíèÿ (14) â óñëîâèÿ (13) ñòðîèòñÿ 

îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé 

0DC �
�

.          (15) 

Ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ ìàòðèöà D âûðîæäàåòñÿ, ÿâëÿþòñÿ 

êðèòè÷åñêèìè, ïîñêîëüêó â íèõ ñèñòåìà (12), (13) èìååò êàê 

òðèâèàëüíîå, òàê è íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ 

íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî ôîðìó ïîòåðè 

óñòîé÷èâîñòè, îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà C
�
 çàäàåòñÿ ïðîèçâîëüíî, à 

ñåìü äðóãèõ âû÷èñëÿþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì óñå÷åííîé 

ñèñòåìû (15). Â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå ïîñòàâëåííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à 

íîñèò íàçâàíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èëè çàäà÷è Øòóðìà-

Ëèóâèëëÿ. 

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ. Ñ ïîìîùüþ 

ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà âûïîëíåíî èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî 

ïîâåäåíèÿ òîíêîñòåííîãî óïðóãîãî âàëà, ê ñâîáîäíîìó êîíöó êîòîðîãî 

ïðèëîæåíà îñåâàÿ ñæèìàþùàÿ ñëåäÿùàÿ ñèëà (ðèñ. 1,á,â). Áûëî 

ïðèíÿòî, ÷òî åãî äëèíà L=1 ì, òîëùèíîé h=10-3 ì, äèàìåòð 

ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ñîñòàâèë d=0,1 ì. Ìîäóëü óïðóãîñòè 

ìàòåðèàëà òðóáû E=2,1�1011 Ïà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà � =0,3, 

ïëîòíîñòü �=7,8 103 êã/ì3. Èññëåäîâàíèÿ òðóáû âûïîëíÿëèñü ñ 

ïîìîùüþ ìîäåëåé òåîðèè áàëîê è òåîðèè îáîëî÷åê.  

Îòìåòèì, ÷òî åñëè êîíñîëüíàÿ òîíêîñòåííàÿ òðóáà ñîâåðøàåò 

òîëüêî âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ è íå ïîäâåðãàåòñÿ äåéñòâèþ îñåâîé 

ñèëû, òî ñ óâåëè÷åíèåì åå óãëîâîé ñêîðîñòè � ìîæåò áûòü 
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ðåàëèçîâàíà òîëüêî êâàçèñòàòè÷åñêàÿ ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, 

ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò åå ýéëåðîâî âûïó÷èâàíèå âî âðàùàþùåéñÿ 

ñèñòåìå êîîðäèíàò [6,7]. Â ñëó÷àå, êîãäà òðóáà ïîäâåðãàåòñÿ äåéñòâèþ 

òîëüêî ïðîäîëüíîé ñæèìàþùåé ñëåäÿùåé ñèëû, âîçìîæíà òîëüêî 

äèíàìè÷åñêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, ñîïðîâîæäàåìàÿ åå ïåðåõîäîì â 

ðåæèì êîëåáàòåëüíûõ äâèæåíèé [6]. Îäíàêî åñëè îáà âèäà 

âîçìóùåíèé êîíñîëüíîé òðóáû ðåàëèçóþòñÿ îäíîâðåìåííî, òî â 

çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó èõ âåëè÷èíàìè ìîæåò áûòü 

ðåàëèçîâàíî êàê ïåðâîå, òàê è âòîðîå êðèòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ. ×òîáû 

óñòàíîâèòü êàêîå èç íèõ íàñòóïàåò ðàíüøå, âíà÷àëå áûëà ðåøåíà 

çàäà÷à î êâàçèñòàòè÷åñêîì ïîâåäåíèè âðàùàþùåéñÿ òðóáû, ñæàòîé 

ñèëîé T. Ïðè åå ðåøåíèè â óðàâíåíèÿõ (8), (11) ñ÷èòàëîñü ñ=0 è ïðè 

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ � è T ïîäñ÷èòûâàëñÿ îïðåäåëèòåëü óðàâíåíèÿ 

(15). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ � è T, ïðè êîòîðûõ äåòåðìèíàíò ìàòðèöû 

D îáðàùàëñÿ â íóëü, ñ÷èòàëèñü êðèòè÷åñêèìè. 

 
Ðèñóíîê 3 

Äèàãðàììû èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû detD, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå 

òåîðèè ñòåðæíåé, ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3. Ïðåäñòàâëåííûå íà íåì 

êðèâûå 1-5 ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì óãëîâîé ñêîðîñòè �: 

1–0; 2–50; 3–500; 4–1000; 5–�=2000 ðàä/ñ. Êàê ñëåäóåò èç 

ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðè ��500 ðàä/ñ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû D 

â íóëü íå îáðàùàåòñÿ, ïîýòîìó ñòàòè÷åñêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè 

ñèñòåìû íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà. Îäíàêî ñ óâåëè÷åíèåì óãëîâîé 

ñêîðîñòè äî �=1000 ðàä/ñ ôàêòîðû ñòàòè÷åñêîãî âûïó÷èâàíèÿ 

ñòåðæíÿ íà÷èíàþò ïðåîáëàäàòü íàä ôàêòîðàìè åãî äèíàìè÷åñêîé 

ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è ïðè �=1000 ðàä/ñ, T=920000 Í ðåàëèçóåòñÿ 

åãî äèâåðãåíòíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè (êðèâàÿ 4). Åñëè �=2000 ðàä/ñ 
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(êðèâàÿ 5), òî áèôóðêàöèîííîå âûïó÷èâàíèå ñòåðæíÿ ïðîèñõîäèò ïðè 

T=1660000 Í. 

Äèíàìè÷åñêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû 

ïðè äåéñòâèè ñëåäÿùèõ ñèë ñîïðîâîæäàåòñÿ ïåðåõîäîì â ðåæèì 

êîëåáàíèé ñ óâåëè÷èâàþùåéñÿ àìïëèòóäîé. Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòîòû 

ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñòàíîâÿòñÿ êîìïëåêñíûìè. Ìíèìûå ÷àñòè 

ýòèõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòå êîëåáàòåëüíîé ïîòåðå 

óñòîé÷èâîñòè, à äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè – ñêîðîñòè óâåëè÷åíèÿ èõ 

àìïëèòóäû. Ïîýòîìó â êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿõ ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ 

êîëåáàíèé ïåðåñòàþò áûòü ÷èñòî ìíèìûìè. Â ýòîì ñëó÷àå íà ãðàôèêå 

çàâèñèìîñòè ÷àñòîò îò îñåâîé ñèëû T êðèâûå ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòîò 

ñëèâàþòñÿ. Ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì íàñòóïëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé 

íåóñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû [6]. 

Ñ ïîìîùüþ èçëîæåííîãî ïîäõîäà ñ ïðèìåíåíèåì ìîäåëåé 

òðóá÷àòûõ áàëîê è öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê âûïîëíåí àíàëèç 

äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ òîíêîñòåííûõ âðàùàþùèõñÿ êîíñîëüíûõ 

âàëîâ ïðè çíà÷åíèÿõ óãëîâîé ñêîðîñòè �, ðàññìîòðåííûõ âûøå. 

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî íàéäåííûå ïî òåîðèè áàëîê çíà÷åíèÿ 

ñëåäÿùåé ñèëû T, ïðè êîòîðûõ íàñòóïàåò äèíàìè÷åñêàÿ ïîòåðÿ 

óñòîé÷èâîñòè, íå çàâèñÿò îò âåëè÷èíû �. Â òîæå âðåìÿ ýòè çíà÷åíèÿ 

ñëåäÿùåé ñèëû T, ïîäñ÷èòàííûå íà îñíîâå òåîðèè öèëèíäðè÷åñêèõ 

îáîëî÷åê, îòëè÷àþòñÿ, õîòÿ è íåçíà÷èòåëüíî, äðóã îò äðóãà. Ïîýòîìó 

ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðèìåíåíèå òåîðèè îáîëî÷åê äëÿ ðàñ÷åòà 

òðóá÷àòûõ ñòåðæíåé ïîçâîëÿåò íåñêîëüêî óòî÷íèòü êðèòè÷åñêèå 

çíà÷åíèÿ T. Òàê, ïðè ïðèìåíåíèè ìîäåëè òåîðèè áàëîê êðèòè÷åñêîå 

çíà÷åíèå ïðîäîëüíîé ñèëû ñîñòàâèëî Òêð=1,65 106 Í, äëÿ ìîäåëè 

òåîðèè îáîëî÷åê îíî îêàçàëîñü ðàâíûì Òêð=1,40 106 Í.  

Íà ðèñ.4 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè ïåðâîé è âòîðîé ñîáñòâåííûõ 

÷àñòîò ñ1, ñ2 îò çíà÷åíèÿ ñëåäÿùåé ñèëû Ò ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ 

óãëîâîé ñêîðîñòè �. Æèðíûå ñïëîøíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò òåîðèè 

îáîëî÷åê äëÿ ñëó÷àÿ �=0. Ïðè ýòîì 1 1c c� �� � , 2 2c c� �� �  è êðèâûå 

îêàçàëèñü ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ñ=0. Ýòî 

ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû íåâðàùàþùåéñÿ 

îáîëî÷êè êðàòíû. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ýòè êðèâûå íå ïåðåñåêàþò 

îñü àáñöèññ, çíà÷èò êâàçèñòàòè÷åñêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè â 

èññëåäóåìîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ Ò íå íàñòóïàåò, îäíàêî ïîñêîëüêó 
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êðèâûå ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòîò ñîåäèíÿþòñÿ, òî ìîæíî ñäåëàòü 

âûâîä, â òî÷êå èõ ñîåäèíåíèÿ (ïðè Òêð=1,40 106 Í) íàñòóïàåò 

äèíàìè÷åñêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè. Æèðíûìè òî÷êàìè íà ðèñ.4 

ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé, âûïîëíåííûõ ïî òåîðèè áàëîê ïðè 

�=0 ñ-1. Â ýòîì ñëó÷àå 1 1c c� �� , 2 2c c� �� . 

 
Ðèñóíîê 4 

Ñ óâåëè÷åíèåì óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ � çàâèñèìîñòè ci(T) 

òåðÿþò ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ, ïîñêîëüêó êðàòíûå 

÷àñòîòû ðàñùåïëÿþòñÿ. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ êðèâûå, ðàñïîëîæåííûå 

íèæå ïðÿìîé ñ=0, ñîîòâåòñòâóþò ïðÿìîé ïðåöåññèè, êðèâûå, 

ïðîõîäÿùèå âûøå ýòîé îñè – îáðàòíîé ïðåöåññèè. Øòðèõïóíêòèðíûå 

ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò �=500 ñ-1, òîíêèå ñïëîøíûå – �=1000 ñ-1, 

òîíêèå ïóíêòèðíûå – �=2000 ñ-1. Ïðè �=1000 ñ-1 êðèâàÿ ïåðåñåêàåò 

îñü àáñöèññ ïðè çíà÷åíèè T=910000 Í. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò 

êâàçèñòàòè÷åñêîé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè òðóáû. Àíàëîãè÷íî, ïðè 

�=2000 ñ-1 âûïó÷èâàíèå òðóáû ïðîèñõîäèò ïðè T=1420000 Í. 

Êàê èçâåñòíî [5], ðåçîíàíñíûå ðåæèìû äâèæåíèÿ âðàùàþùåéñÿ 

öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè íàñòóïàþò òîãäà, êîãäà çíà÷åíèå 

ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû îáðàòíîé ïðåöåññèè ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì 

óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ �. Èç ðèñ.4 âèäíî, ÷òî â ðàññìîòðåííîì 

äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ è ñëåäÿùåé ñèëû T 

ðåçîíàíñíûå ðåæèìû äâèæåíèÿ íå ðåàëèçóþòñÿ, ïîñêîëüêó ïðè 

çàäàííîì çíà÷åíèè � ïðÿìàÿ ñ=� íå ïåðåñåêàåò ñîîòâåòñòâóþùèå 

êðèâûå ci(T). 

Àíàëîãè÷íûå èññëåäîâàíèÿ áûëè âûïîëíåíû äëÿ âàëîâ ñ 

äðóãèìè äëèíàìè L. Êàê ïîêàçàëè ðàñ÷åòû, ñ óâåëè÷åíèåì L ðàçíèöà 
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ìåæäó çíà÷åíèÿìè Òêð, íàéäåííûõ ïî òåîðèÿì áàëîê è îáîëî÷åê, 

ñòàíîâèòñÿ ìåíåå çàìåòíîé, ñ óìåíüøåíèåì L ðåàëèçóåòñÿ îáðàòíûé 

ýôôåêò.  

Çàêëþ÷åíèå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî åñëè 

íà òîíêîñòåííûé âðàùàþùèéñÿ âàë äåéñòâóåò ïðîäîëüíàÿ 

ñæèìàþùàÿ ñëåäÿùàÿ ñèëà, òî â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó 

âåëè÷èíàìè óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ è ïðîäîëüíîé íàãðóçêè 

ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî êàê êâàçèñòàòè÷åñêàÿ, òàê è äèíàìè÷åñêàÿ 

ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ ñðàâíèòåëüíî äëèííûõ òðóá÷àòûõ 

ñòåðæíåé çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê íåçíà÷èòåëüíî çàâèñÿò îò 

âûáîðà ìîäåëè ñòåðæíåé èëè òåîðèè òîíêèõ îáîëî÷åê, ñ 

óìåíüøåíèåì äëèíû ðàñõîæäåíèå ìåæäó ýòèìè ðàñ÷åòíûìè 

âåëè÷èíàìè ñòàíîâèòñÿ áîëåå çàìåòíûì. 
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