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Âñòóï. Ðîçâ’ÿçàííÿ àíàë³òè÷íèìè ìåòîäàìè ô³çè÷íî ³ 

ãåîìåòðè÷íî íåë³í³éíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ îáîëîíîê Ê³ðõãîôà-Ëÿâà, 

ïîñëàáëåíèõ îòâîðàìè, ïîâ’ÿçàíî ³ç çíà÷íèìè ìàòåìàòè÷íèìè 

òðóäíîùàìè. Òîìó äîñë³äæåííÿ íåë³í³éíîãî äåôîðìóâàííÿ ãíó÷êèõ 

îáîëîíîê çà ìåæåþ ïðóæíîñò³ âèêîíóþòü, â îñíîâíîìó, ç 

âèêîðèñòàííÿì ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â ñ³òêîâîãî âèäó, äî ÿêèõ íàëåæàòü 

ìåòîä ñê³í÷åííèõ ð³çíèöü (ÌÑÐ), âàð³àö³éíî-ð³çíèöåâèé ìåòîä (ÂÐÌ) 

³ ìåòîä ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â (ÌÑÅ). 

ÌÑÅ ðîçâ’ÿçàíî çíà÷íó ê³ëüê³ñòü îäíîâèì³ðíèõ ³ äâîâèì³ðíèõ 

íåë³í³éíèõ çàäà÷ êîíöåíòðàö³¿ íàïðóæåíü â îáîëîíêàõ ÿê ïðîñòî¿, 

òàê ³ ñêëàäíî¿ ãåîìåòð³¿ [4,7]. 

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ çà äîïîìîãîþ ÌÑÐ, â³äíîñÿòüñÿ ïåðåâàæíî 

äî â³ñåñèìåòðè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ îáîëîíîê [4,5,8]. 

Òðàäèö³éíèé ÂÐÌ, â ÿêîìó ã³ïîòåçè Ê³ðõãîôà-Ëÿâà ðåàë³çîâàí³ 

çâè÷àéíèì øëÿõîì (ï³äñòàíîâêîþ ó ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ äåôîðìàö³é 

çàì³ñòü êóò³â ïîâîðîòó íîðìàë³ ¿õ âèðàç³â ÷åðåç ïåðåì³ùåííÿ òî÷îê 

ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ îáîëîíêè), çíàéøîâ çàñòîñóâàííÿ ïðè 

ðîçâ’ÿçàíí³ ÿê â³ñåñèìåòðè÷íèõ, òàê ³ íåâ³ñåñèìåòðè÷íèõ íåë³í³éíèõ 

çàäà÷ äëÿ îáîëîíîê ïðîñòî¿ ãåîìåòð³¿ [4,6,8,9]. 

Íèæ÷å îïèñàíî âàð³àíò ÂÐÌ äëÿ äîñë³äæåííÿ 

ïðóæíîïëàñòè÷íîãî ñòàíó ãíó÷êèõ îáîëîíîê ñêëàäíî¿ ãåîìåòð³¿. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Òîíêó äîâ³ëüíó îáîëîíêó òîâùèíè h , ÿêà 

ïîñëàáëåíà îòâîðàìè ³ çíàõîäèòüñÿ ï³ä ä³ºþ ïîâåðõíåâèõ 

� � � �1 2 3, ,
T

p p p p�  òà êðàéîâèõ � � � �, , ,
T

k k k k km T S Q M� ñèë, â³äíåñåìî äî 

êðèâîë³í³éíî¿ îðòîãîíàëüíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò � �1 2, ,� � 	 . Íåõàé ïðè 

ï³äâèùåíèõ ð³âíÿõ íàâàíòàæåííÿ â îáîëîíö³ âèíèêàþòü ïëàñòè÷í³ 

äåôîðìàö³¿ ¿¿ ìàòåð³àëó ³ ñê³í÷åíí³ ïðîãèíè.  
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Çâ’ÿçîê ì³æ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà äåôîðìàö³é ³ âåêòîðà 

ïåðåì³ùåíü òî÷îê ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ çàïèøåìî íà îñíîâ³ 

ãåîìåòðè÷íî íåë³í³éíî¿ òåîð³¿ íåïîëîãèõ îáîëîíîê ó êâàäðàòè÷íîìó 

íàáëèæåíí³, â ÿê³é ïðèéíÿò³ ã³ïîòåçè Ê³ðõãîôà-Ëÿâà. Âèðàçè äëÿ 

êîìïîíåíò ìåìáðàííî¿ ( )ij
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- âåêòîð êóò³â ïîâîðîòó äîòè÷íèõ äî êîîðäèíàòíèõ ë³í³é.  

Ïðèéìàþ÷è, ùî íàâàíòàæåííÿ ïðîñòå, ïðè äîñë³äæåíí³ 

äåôîðìóâàííÿ îáîëîíîê çà ìåæåþ ïðóæíîñò³ áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ 

ñï³ââ³äíîøåííÿìè òåîð³¿ ìàëèõ ïðóæíî-ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é. 

Âíóòð³øí³ çóñèëëÿ ³ ìîìåíòè ïîäàìî ó âèãëÿä³: 
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äå ij� - êîìïîíåíòè íàïðóæåíü â äîâ³ëüí³é òî÷ö³ îáîëîíêè; âåëè÷èíè ç 

³íäåêñàìè «0» ³ «Í» çâåðõó â³äïîâ³äàþòü ë³í³éíèì ³ íåë³í³éíèì 

÷ëåíàì ó â³äïîâ³äíèõ âèðàçàõ. 
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Â³äì³òèìî, ùî êîìïîíåíòè äåôîðìàö³¿ îáîëîíêè, âèçíà÷åí³ çà 

ôîðìóëàìè (1), º åíåðãåòè÷íèìè â³äíîñíî ñèìåòðè÷íèõ çóñèëü ( ijS ) ³ 

ìîìåíò³â ( ijM ), òîáòî â³äïîâ³äàþòü ¿ì ó âèðàç³ äëÿ åíåðã³¿ äåôîðìàö³¿.  

Çì³øàíèé ôóíêö³îíàë äëÿ ãíó÷êèõ ïðóæíî-ïëàñòè÷íèõ 

îáîëîíîê. Ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ð³âíÿííÿ â ïåðåì³ùåííÿõ òåîð³¿ òîíêèõ 

îáîëîíîê ïðè çàñòîñóâàíí³ ÌÑÅ ³ ÂÐÌ îòðèìóþòü ç óìîâ 

ñòàö³îíàðíîñò³ ôóíêö³îíàëó Ëàãðàíæà, â ÿêîìó êóòè ïîâîðîòó 1�  ³ 2�  

îá÷èñëþþòüñÿ ÷åðåç âåêòîð ïåðåì³ùåíü U
�
 ó â³äïîâ³äíîñò³ ç 

ôîðìóëàìè (1), ùî ïðèâîäèòü äî ïîÿâè ïîõ³äíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó ³ 

óñêëàäíþº ïðîöåñ äèñêðåòèçàö³¿. Àëüòåðíàòèâíèé øëÿõ ïîëÿãàº â 

ïðèéíÿòò³ êóò³â ïîâîðîòó 1�  ³ 2� çà íåçàëåæí³ ôóíêö³¿, ðåàë³çàö³¿ 

çâ’ÿçêó êóò³â ïîâîðîòó ç âåêòîðîì ïåðåì³ùåíü çà äîïîìîãîþ 

ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà ³ ïîáóäîâ³ â³äïîâ³äíîãî çì³øàíîãî ôóíêö³îíàëó, 

ÿêèé íå ì³ñòèòü ïîõ³äíèõ âèùå ïåðøîãî ïîðÿäêó. Òàêèé ï³äõ³ä äî 

ïîáóäîâè ôóíêö³îíàëà äëÿ òîíêèõ îáîëîíîê º, ïî ñóò³, ðåàë³çàö³ºþ 

ã³ïîòåç Ê³ðõãîôà-Ëÿâà çà äîïîìîãîþ ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà. Ñòîñîâíî 

ÂÐÌ, ìåòîä ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà äëÿ ðåàë³çàö³¿ ã³ïîòåç Ê³ðõãîôà-

Ëÿâà, íàïåâíå, âïåðøå áóâ çàïðîïîíîâàíèé â ðîáîò³  [2] ç ïîäàëüøèì 

ïðîäîâæåííÿì â [3,6,8,9].  

Ç óìîâ ñòàö³îíàðíîñò³ çì³øàíîãî ôóíêö³îíàëó îòðèìàºìî 

ñèñòåìó íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü, ÿêà îïèñóº íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé 

ñòàí îáîëîíêè ïðè ñóì³ñíîìó âðàõóâàíí³ ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é ³ 

ñê³í÷åííèõ ïðîãèí³â. Ðîçðîáëåíà â ðîáîò³ ìåòîäèêà ðîçâ’ÿçàííÿ 

íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü áàçóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ ìåòîäó ïîñë³äîâíèõ 

íàáëèæåíü (ïðîñòèõ ³òåðàö³é) â ïîºäíàíí³ ç âàð³àö³éíèì âåêòîðíî-

ð³çíèöåâèì ìåòîäîì (ÂÂÐÌ). Â öüîìó âèïàäêó ë³íåàðèçîâàíèé 

çì³øàíèé ôóíêö³îíàë ç âèêîðèñòàííÿì ñï³ââ³äíîøåíü (1), (2) 

çàïèøåìî ó âèãëÿä³: 
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ïîðÿäêó, ðîçâ’ÿçóþ÷èìè º ñ³ì ôóíêö³é ( 1 2 1 2, , , , , ,u v w T T	 	� � ), ÿê³ ìîæíà 

íåçàëåæíî âàð³þâàòè. 

Ìåòîäèêà ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ äâîâèì³ðíèõ çàäà÷ äëÿ 

òîíêèõ îáîëîíîê. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè îáëàñòü � ��  çì³íè 

êîîðäèíàò � �1 2,� �  º ñêëàäíîþ, òîáòî òàêîþ, â ÿê³é íå âñ³ êîíòóðí³ 
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êîñîêóòíó ñèñòåìó êîîðäèíàò � �,� � . 
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Êîìïîíåíòè äåôîðìàö³¿ îáîëîíêè â êîñîêóòí³é ñèñòåì³ 

êîîðäèíàò � �,� �  îá÷èñëþþòüñÿ íàáëèæåíî çà ñê³í÷åííî-ð³çíèöåâèìè 
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 - ðàä³óñ-âåêòîð òî÷îê ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³. 

Çàóâàæèìî, ùî ³äåÿ çàñòîñóâàííÿ ñê³í÷åííèõ ð³çíèöü ó 

âåêòîðíèõ ñï³ââ³äíîøåííÿõ ëåæèòü  â îñíîâ³ ìåòîäó êðèâîë³í³éíèõ 

ñ³òîê  [1]. 

²íòåãðàëè ó ôóíêö³îíàë³ (4) çàì³íþþòüñÿ ñóìàìè çà ñõåìîþ: 
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îòðèìàºìî ñèñòåìó ð³çíèöåâèõ ð³âíÿíü, ÿêà ó âíóòð³øíüîìó âóçë³ 

� �,i j  ôðàãìåíòà ìàº âèãëÿä: 

� �
1 1
,

2 2

1
,0 0 2

1
,

2

1
,0 0 2

1
,

2

1

4 i j

i j

i j

i j

i j

r r
T T T n

l

r r
T T T n p

�� �� �	

�� �� �	

)
� �

) )
( � �  



�



�

�� �" #� �-   �. /$ %� �& '-�  �
�� �" #� �

    .. /$ %� �& ' .�  �

� � �

� � � �

� � � � � �

� � � � � �� �

1 1 1 11 1 , ,, 2 2 2 22 2

1 , 1 ,

1 1 2 2 3

0

, , , ,

i j i ji j

i j i jp p p e Ô

e Ô e Ô n Ô

) ) )
�  � � �

*�-   �  �/+
/- ,

�

� � � �

� � �
; 

1 1
, ,

2 2
1 , 1 1 1 ,

, ,
2 2

;
i j i jÍ Í Í Í

i j i j
i j i j

r r r r
Ô T T T T e

l �� �� �� ��

) )
� � ( � �

 

� �

� *� � � �" # " #� � � �- -�    �� +. / . /$ % $ %� � � � -& ' & '-�  �  ,�

� � � � �
 (7) 

1 1
, ,0 0 0 02 2

1 1
, , 12 2 ,

2

1

2

i j i j

i j i j
i j

r r r r r
M M M M T

l �� �� �� �� �	

) ) )
� � ( � � �

 

� �


��� � � �" # " # " #� � � � �- .   � �. / . /$ % $ % $ %.� � � � �& ' & ' & '-�  �  � �

� � � � �

 

� �

1 , 4 ,
1 1 1
, , ,

2 2 2

1 4 2 5

0

, ,  ;

i j i j

i j i j i j

r r r
T T T e Ô

e Ô e Ô

�	 �	 �	) ) )
� � ��  �

*�" # " # " #� � � -/   �  �+$ % $ % $ % /� � �& ' & ' & ' - ,
�

� � � �

� �
 



3(62) 2009 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè» 

ISSN 1562-9945 155

1 1
, ,

2 2
4 , 1 1

, ,
2 2

i j i jÍ Í Í Í
i j

i j i j

r r r r
Ô M M M M

l �� �� �� ��

) )
� � ( � �

 

� �

�� � � �" # " #� � � �-�    �. / . /$ % $ %� � � �& ' & '-�  �  �

� � � �
 

1 1
, ,

2 2

1
( ) ( )

2
i j i j

r r
T T T T�� � �� � �� � �� �) � � ) � �

� � �

�" # " #� �.    $ % $ %. � �& ' & '�

� �

1 ,
1 1

, ,
2 2

( ) ( ) ;i j

i j i j

r r
T T T T e�� � �� � �� � �� �) � � ) � �

� � �

*�" # " #� � -/    �+$ % $ % /� �& ' & ' - ,

� � �
 

� � � � � � � �1 1 1 1
, , , ,

2 2 2 2

0; 0,
i j i j i j i j�	 �	 �	 �	)
 )
 )
 )

 �  �

 �  �  

äå kÔ - íåë³í³éí³ ÷ëåíè ð³âíÿíü, ÿê³ â³äîì³ ç ïîïåðåäíüîãî 

íàáëèæåííÿ. 

Ïîñë³äîâíà ï³äñòàíîâêà ð³çíèöåâèõ ñï³ââ³äíîøåíü äëÿ 

êîìïîíåíò äåôîðìàö³¿ ³ âíóòð³øí³õ çóñèëü òà ìîìåíò³â â (7) 

ïðèâîäèòü äî ñèñòåìè ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü, ÿêà â 

ìàòðè÷í³é ôîðì³ çàïèñóºòüñÿ òàê: 

! � � � � � � �A V P Ô�  ,        (8) 

äå ! �A  - ìàòðèöÿ ñèñòåìè (8); � �V  - ãëîáàëüíèé âåêòîð âóçëîâèõ 

íåâ³äîìèõ; � �P  - âåêòîð íàâàíòàæåíü; � �Ô - âåêòîð íåë³í³éíîñòåé. 

Âèñíîâêè. Òàêèì ÷èíîì, â ðîáîò³ çàïðîïîíîâàíî âàð³àíò ÂÂÐÌ 

äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ô³çè÷íî ³ ãåîìåòðè÷íî íåë³í³éíèõ çàäà÷ òåîð³¿ 

òîíêèõ îáîëîíîê, ÿêèé áàçóºòüñÿ íà ðåàë³çàö³¿ ã³ïîòåç Ê³ðõãîôà-Ëÿâà 

çà äîïîìîãîþ ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà, çàïèñ³ ãåîìåòðè÷íèõ 

ñï³ââ³äíîøåíü ó âåêòîðí³é ôîðì³ òà ðîçáèòò³ ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ 

îáîëîíêè íà êðèâîë³í³éí³ ÷îòèðèêóòí³ ôðàãìåíòè. Ðîçðîáëåíà 

ìåòîäèêà äîçâîëèëà ïîáóäóâàòè äëÿ òîíêèõ îáîëîíîê ôóíêö³îíàë, 

ÿêèé íå ì³ñòèòü ïîõ³äíèõ âèùå ïåðøîãî ïîðÿäêó, à òàêîæ ïîâí³ñòþ 

âèêëþ÷èòè íåãàòèâíèé âïëèâ æîðñòêèõ ïåðåì³ùåíü íà çá³æí³ñòü 

ðåçóëüòàò³â ÷èñåëüíèõ ðîçðàõóíê³â òà íàäàº ìîæëèâ³ñòü ðîçâ’ÿçóâàòè 

ë³í³éí³ ³ íåë³í³éí³ çàäà÷³ äëÿ îáîëîíîê ñêëàäíî¿ ãåîìåòð³¿, çîêðåìà, 

ïîñëàáëåíèõ îòâîðàìè ³ âèð³çàìè ð³çíîìàí³òíî¿ ôîðìè. 
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