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Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ïîð³âíÿíî íåäàâíî ïî÷àëî 

çàñòîñîâóâàòèñü â îôòàëüìîëîã³¿. Îäí³ºþ ç ïðîáëåì òóò çàëèøàºòüñÿ 

ðîçðîáêà ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ä³¿ îêîðóõîâèõ ì’ÿç³â. ² òðóäíîù³, ç 

ÿêèìè ñòèêàºòüñÿ äîñë³äíèê îáóìîâëåí³ íå ò³ëüêè âèíÿòêîâîþ 

ñêëàäí³ñòþ ñàìîãî îêîðóõîâîãî àïàðàòó, àëå ³ ð³çíîìàí³òí³ñòþ ö³ëåé, 

ç ÿêèìè òàê³ ìîäåë³ ñòâîðþþòüñÿ. Äëÿ ïðàêòèêóþ÷îãî îôòàëüìîëîãà, 

ÿêèé çàéìàºòüñÿ õ³ðóðã³÷íèì ë³êóâàííÿì áàãàòüîõ ôîðì êîñîîêîñò³, 

òàêà ìîäåëü íåîáõ³äíà äëÿ ïðàâèëüíîãî ðîçóì³ííÿ ôóíêö³îíóâàííÿ 

ì’ÿç³â, ¿õ ðîë³ ïðè óòâîðåíí³ òèõ àáî ³íøèõ ñèíäðîì³â òà ïàòàëîã³é 

çîðó.  

Îäí³ºþ ³ç ñïðîá ïîáóäóâàòè òàêó ìîäåëü º ðîáîòè [1]-[2]. Ï³äõ³ä, 

âèêëàäåíèé â öèõ ðîáîòàõ, õî÷à ³ äîçâîëÿº îòðèìàòè äîñèòü 

àäåêâàòíå ÿê³ñíå ³ ê³ëüê³ñíå óÿâëåííÿ ïðî çì³íó ìîìåíò³â ñèë òÿãè 

ì’ÿç³â â³äíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé ïðè îáåðòàííÿõ îêà, ìàº ïåâí³ 

íåäîë³êè. Çîêðåìà, íå âêàçàíî äæåðåëî ðóõó, ì’ÿçè ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê 

ïàñèâí³ îá’ºêòè, ÿê³ îáåðòàþòüñÿ ðàçîì ç îêîì. Íå âêàçàíî, ÿê 

â³äáóâàºòüñÿ âèíèêíåííÿ ìîìåíòó îáåðòàííÿ ³ ÿê çàäàºòüñÿ íàïðÿì 

öüîãî îáåðòàííÿ.  

Â äàí³é ðîáîò³ ðîáèòüñÿ ñïðîáà ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü  

ìåõàí³çìó ä³¿ îêîðóõîâèõ ì’ÿç³â ïðè îáåðòàííÿõ îêà.  

Î÷íå ÿáëóêî ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê ñôåðà ç ïåâíèì ðàä³óñîì r . 

Ââåäåíî äî ðîçãëÿäó òðèâèì³ðíó äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò OXYZ , 

òàêèì ÷èíîì, ùî òî÷êà O  çá³ãàºòüñÿ ç öåíòðîì îêà, â³ñü OY  
ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó ðîã³âêè îêà, â³ñü OZ  ïðîõîäèòü ÷åðåç 

âåðøèíó îêà. Ïðè îáåðòàííÿõ îêà öÿ ñèñòåìà çàëèøàºòüñÿ 

íåðóõîìîþ.   

Ðîçãëÿäàþòüñÿ îñíîâí³ ãðóïè îêîðóõîâèõ ì’ÿç³â: ãîðèçîíòàëüí³ 

ïðÿì³ ì’ÿçè MRM òà MRL; âåðòèêàëüí³ ïðÿì³ ì’ÿçè MRS òà MRI; 

êîñ³ ì’ÿçè: äâà âåðõí³õ êîñèõ – MOS òà äâà íèæí³õ êîñèõ – MOI. 

Ì’ÿçè ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê ïîëîñêè, ùî ìàþòü ïåâíó çîíó ïðèêð³ïëåííÿ 
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äî î÷íîãî ÿáëóêà. Ì³ñöå ïðèêð³ïëåííÿ êîæíîãî ì’ÿçà ïðåäñòàâëåíî ó 

âèãëÿä³ òðüîõ òî÷îê íà ïîâåðõí³ î÷íîãî ÿáëóêà, à ñàì³ ì’ÿçè – ÿê 

òð³éêà âåêòîð³â, ùî âèõîäÿòü ³ç öèõ òî÷îê ï³ä ïåâíèìè êóòàìè äî 

êîîðäèíàòíèõ ïëîùèí.  

Äëÿ ãðóïè MRM òà MRL íàïðÿìîê òÿãè ì’ÿçà ³äå ïî äîòè÷í³é 

äî ïîâåðõí³ î÷íîãî ÿáëóêà â òî÷ö³ ïðèêð³ïëåííÿ, â ãîðèçîíòàëüí³é 

ïëîùèí³; äëÿ ãðóïè MRS òà MRI ïðèéíÿòî, ùî íàïðÿìîê òÿãè ì’ÿçà 

³äå ïî äîòè÷í³é ó òî÷ö³ ïðèêð³ïëåííÿ ³ ó âåðòèêàëüí³é ïëîùèí³, ùî 

ïðîõîäèòü ï³ä êóòîì 23º äî êîîðäèíàòíî¿ ïëîùèíè OYZ íàçàä ³ 

ìåä³àëüíî (ó íåãàòèâíîìó íàïðÿìêó îñåé OX ³ OY); äëÿ òî÷îê 

ïðèêð³ïëåííÿ êîñèõ ì’ÿç³â (MOS ³ MOI)  ïðèéìàºìî, ùî íàïðÿìîê 

òÿãè ì’ÿçà ³äå ïî äîòè÷í³é ó òî÷ö³ ïðèêð³ïëåííÿ ³ ó âåðòèêàëüí³é 

ïëîùèí³, ùî ìàº ç ïëîùèíîþ OYZ êóò 51º, óïåðåä ³ ìåä³àëüíî (ïî îñ³ 

OX ó íåãàòèâíîìó íàïðÿìêó, à ïî îñ³ OY – ó ïîçèòèâíîìó íàïðÿìêó) 

[1]. Ç îãëÿäó íà ñêàçàíå âåêòîðè ñèë òÿãè â ïåðâèíí³é ïîçèö³¿ 

ïîãëÿäó ïîáóäîâàíî ó âèãëÿä³ âåêòîðíîãî äîáóòêó: 

i i
i i

i i

N r
F K

N r

�
� � �

�
,        (1) 

äå ( , , )i i ir x y z  - ðàä³óñ-âåêòîð òî÷êè ïðèêð³ïëåííÿ i � ãî ì’ÿçà, 

( , , )i i iN A B C  - êîîðäèíàòè íîðìàëüíîãî âåêòîðà ïåâíî¿ ïëîùèíè. À 

ñàìå: äëÿ òî÷îê ïðèêð³ïëåííÿ  ì’ÿç³â MRM òà MRL íåîáõ³äíî 

ïðèéíÿòè 0,    0,     1A B C� � � ; äëÿ òî÷îê ïðèêð³ïëåííÿ ì’ÿç³â MRS 

òà MRI –  cos23 ,    sin23 ,     0A B C� � � �� � ; à äëÿ òî÷îê 

ïðèêð³ïëåííÿ ì’ÿç³â MOS òà MOI ç óìîâ âèïëèâàº, ùî 

cos51 ,    sin51 ,     0A B C� � �� � .  Çíàê â (1) îáèðàºìî òàêèé, ùîá 

â³í çàáåçïå÷óâàâ ïðàâèëüíèé íàïðÿì âåêòîðà òÿãè – çîâí³ â³ä 

ïîâåðõí³ î÷íîãî ÿáëóêà. iK  – äîâ³ëüíèé ïîçèòèâíèé ìíîæíèê, ÿêèé 

óâåäåíî äëÿ òîãî, ùîá óïðàâëÿòè äîâæèíîþ âåêòîðà (òîáòî çì³íþâàòè 

àáñîëþòíå çíà÷åííÿ ñèëè).  

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî îïèñàíó âèùå ñèñòåìó âåêòîð³â. Ìîäåëü 

ïðåäñòàâëåíî çà äîïîìîãîþ ãðàô³÷íèõ ìîæëèâîñòåé MathCad.  

Ä³ÿ îêîðóõîâèõ ì’ÿç³â âèçíà÷àºòüñÿ âåëè÷èíîþ âàæåë³â ì’ÿç³â ³ 

ñèëîþ òÿãè êîæíîãî ì’ÿçó (äîâæèíîþ âåêòîðà òÿãè), òîáòî, 

ïàðàìåòðîì iK .  
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Ðèñóíîê 1 - Ñôåðè÷íå ÿáëóêî òà âåêòîðè ñèë òÿãè â ïåðâèíí³é ïîçèö³¿ 

ïîãëÿäó 

Ìîìåíò îáåðòàííÿ, ÿêèé ñòâîðþºòüñÿ êîæíèì âåêòîðîì, 

âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ  

i i iMt F r� �
� � �

,         (2) 

äå iF
�
 – âåêòîð òÿãè, ir  – ïëå÷å öüîãî âåêòîðó â³äíîñíî öåíòðó 

îáåðòàííÿ. 

Àáî, ç âèêîðèñòàííÿì (1) ³ç (2) ìàºìî: 

( )i
i i i i i i

i i

K
Mt F r N r r

N r
� � � � � �

�

� � �
,      (3) 

òîáòî, âåêòîð iMt  áóäå êîìïëàíàðíèì äî ïàðè âåêòîð³â iN  òà ir  (äèâ. 

ðèñ.3).  

 Ñóìà ìîìåíò³â óñ³õ 24 âåêòîð³â ñèë òÿãè ì’ÿç³â ³ áóäå 

âèçíà÷àòè ìîìåíò, ÿêèé îáåðòàº îêî. Çíà÷èòü, óìîâà óòðèìàííÿ îêà â 

ñòàí³ ð³âíîâàãè çàïèøåòüñÿ ÿê:  

1

0
n

i
i

Mt
�

�� .          (4) 

(4) º ð³âíÿííÿì ç 24-ìà íåâ³äîìèìè iK  – âàæåëÿìè âåêòîð³â òÿãè 

ì’ÿç³â.  

Âèêîðèñòàºìî ïàðó ì’ÿç³â-àíòàãîí³ñò³â, äî ÿêèõ ìîæíà â³äíåñòè 

ãîðèçîíòàëüí³ ïðÿì³ ì’ÿçè MRM òà MRL. Ä³ÿ àíòàãîí³ñò³â ó 

ïåðâèíí³é ïîçèö³¿ ïîãëÿäó ïîâèííà áóòè âð³âíîâàæåíà, òîáòî 

â³äïîâ³äí³ ìîìåíòè îáåðòàííÿ çàäîâîëüíÿþòü óìîâ³ [3] 

1 2a aMt Mt� � .         (5) 

², îñê³ëüêè êîæåí ì’ÿç ïðåäñòàâëåíî òðüîìà âåêòîðàìè, óìîâà 

(5) íàñïðàâä³ ìîæå áóòè çàïèñàíà ÿê 
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3 3

1, 2,
1 1

a i a i
i i

Mt Mt
� �

� �� �         (6) 

Äî óìîâè (6) ìîæíà äîäàòè ùå óìîâè ð³âíîñò³ íóëþ ñóì 

ìîìåíò³â ñèë â³äíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé:  

1

0
n

i
i

Mx
�

�� ,  
1

0
n

i
i

My
�

�� ,  
1

0
n

i
i

Mz
�

�� ,     (7) 

äå 

i i i i iMx Fy z Fz y� � � 	 � ,  (8) 

i i i i iMy Fx z Fz x� � � � ,  (9) 

i i i i iMz Fx y Fy x� � � 	 � ,  (10) 

òà óìîâó  

1

0
n

i
i

F
�

��           (11) 

Çíà÷èòü, äëÿ âèçíà÷åííÿ âàæåë³â iK  îòðèìàºìî ñèñòåìó 6-òè 

ë³í³éíèõ ð³âíÿíü ç 24-ìà íåâ³äîìèìè, òîáòî, ñèñòåìà áóäå 

íåâèçíà÷åíîþ.  

Òåïåð, ÿêùî òðåáà ïîâåðíóòè îêî òàê, ùîá âåðøèíà ðîã³âêè îêà, 

òî÷êà 0M , çàéíÿëà ïîçèö³þ òî÷êè 1M , òðåáà ñòâîðèòè ìîìåíò 

îáåðòàííÿ íàâêîëî îñ³, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîùèí³ 0 1M OM (äèâ ðèñ 

4). Òîáòî, ìàºìî  

0 1
1

n

i
i

Mt OM OM
�

� ��         (12) 

Àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ íîâèõ êîîðäèíàò âåêòîð³â ñèë òÿãè ïðè 

îáåðòàííÿõ îêà, ïîáóäîâàíî íà òîìó, ùî ïðè îáåðòàííÿõ ïîâåðõí³ 

íàâêîëî íåðóõîìîãî öåíòðà íîâ³ êîîðäèíàòè òî÷îê ö³º¿ ïîâåðõí³ â 

íåðóõîì³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè  

x x

y A y

z z


 � �� �
 � �
 � �  � �

 �  �
� � � �

,         (13) 

äå A – ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò, âèãëÿä ÿêî¿ çàëåæèòü â³ä 

òîãî, ÿêèì ÷èíîì âèçíà÷åíî îáåðòàííÿ [2]. 
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Ðèñóíîê 3 - Îñü ä³¿ âåêòîðà òÿãè 

ì’ÿçà 

Ðèñóíîê 4 - Îáåðòàííÿ îêà â³ä 

íàïðÿìó OM0 äî íàïðÿìó OM1 

Íîâ³ êîîðäèíàòè âåêòîð³â ñèë òÿãè iF
øóêàºìî çà (1) ç 

óðàõóâàííÿì íîâèõ êîîðäèíàò ir
  òà iN
 , çíàéäåíèìè çà (13). Ïîçèö³þ 

ð³âíîâàãè çíîâó ñë³ä øóêàòè äëÿ òàêî¿ êîìá³íàö³¿ âåêòîð³â iF
 , äëÿ 

ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè, àíàëîã³÷í³ (4)-(11), ùî ïðèâîäèòü äî 

âèð³øåííÿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ ð³âíÿíü íà íîâîìó êðîö³. 
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