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Â äàííîé ñòàòüå â ðàìêàõ ëèíåàðèçèðîâàííîé òåîðèè óïðóãîñòè 

äëÿ òåë ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè [1] èññëåäîâàíî âëèÿíèå 

íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé 

íàãðóçêè íà çíà÷åíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ 

ñëîèñòîãî ñæèìàåìîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà.  

§1. Ïðè ðåøåíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ îá óñòàíîâèâøåìñÿ 

äâèæåíèè ìíîãîñëîéíîãî ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî 

ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðè âîçäåéñòâèè ïîäâèæíîé íàãðóçêè ñ 

èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðåäñòàâëåíèå 

ðåøåíèé çàâèñèò îò êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé 

òðàíñôîðìèðîâàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ 

ïðîèçâîäíûõ øåñòîãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå ýëåìåíòîâ 

ìíîãîñëîéíîé ñðåäû. Â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî íà÷àëüíîãî íàïðÿæåííîãî 

ñîñòîÿíèÿ 
{ } { } { } { }11 { }22 { }33
1 2 3 0 0 0;s s s s s sS S S� � �� � ��� � �      (1) 

ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä 
{ } { }6 { } { }4 { } { }2 { }
0 1 2 3 0; 1, 1.s s s s s s sa a a a s N� � �� � � � ��� � �     (2) 

Çäåñü  s  - íîìåð ñëîÿ. Ïîäñòèëàþùåå ïîëóïðîñòðàíñòâî èìååò 

íîìåð 1N � . Â ñëó÷àå, åñëè ìàòåðèàë ñëîÿ - ñæèìàåìûé, òî 

êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå  
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ãäå 
{ } { }2 { } { } { } { } { }; ;s s s s s s s

ijc d� � � � �� ��� � �� � � � �ij ijji 1122 2121  1 2,k k���  - ïàðàìåòðû äâîéíîãî 

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, v  - ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé 

íàãðóçêè, �  - óãîë, êîòîðûé îáðàçóåò òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ íàãðóçêè 

ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè àáñöèññ (íàãðóçêà äâèæåòñÿ 

ïðÿìîëèíåéíî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ),  { }s��  -  ïëîòíîñòü 

ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà ìíîãîñëîéíîé ñðåäû â åñòåñòâåííîì 

ñîñòîÿíèè. Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíòîâ òåíçîðà ��  äëÿ 

ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ òåîðèé êîíå÷íûõ è ìàëûõ íà÷àëüíûõ 

äåôîðìàöèé  ïðèâåäåíû â  [1]. 

Òàê êàê óðàâíåíèÿ (2) – áèêóáè÷åñêèå àëãåáðàè÷åñêèå 

óðàâíåíèÿ, òî èõ ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü êëàññè÷åñêèì ñïîñîáîì. 

Ïðèâåäåì  óðàâíåíèÿ (2)  çàìåíîé  
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Â ñëó÷àå, åñëè äèñêðèìèíàíò 
{ }2 { }3

{ } 0
4 27

s s
s q p

� � � � , óðàâíåíèÿ (5) 

ïðè { } { }0, 0s sp q� ��� �  èìåþò îäèí ïðîñòîé è îäèí äâóêðàòíûé êîðåíü 
{ } { }

{ }2 { }2
1 2,3{ } { }

3 3
;

2

s s
s s

s s

q q

p p
� �� ����� � � .       (6) 

Åñëè { } 0s� � , òî óðàâíåíèå (5) èìååò òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Ïðè 
{ } 0s� �  óðàâíåíèÿ (6) èìåþò îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü è äâà 

êîìïëåêñíûõ 

v vv
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1 0 0 2,3
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; .
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s s s s
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Çäåñü 

v
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0 0 { }

0
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2 3

s s
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s
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u

u
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Ïðè { } 0s� �  âñå òðè êîðíÿ óðàâíåíèÿ (5) áóäóò äåéñòâèòåëüíûìè 

è ðàçëè÷íûìè 
{ } { }

{ }2 { } { }2 { }3 3
1 2

{ }
{ }2 { }3
3

2
2 cos ; 2 cos ;

3 3

4
2 cos .

3

s s
s s s s

s
s s

r r

r

� � �� �

� ��

�
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�
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   (8) 

Çäåñü 

{ } { }
{ } { }3

{ }
; cos

3 2

s s
s s

s

p q
r

r
�� � ���� � � . 

Òàêèì îáðàçîì, ïðè { } 0s� �  â ñëó÷àå ,åñëè { } 0sp �  è { } 0sq �  è 

èìåþò ðàçíûå çíàêè, óðàâíåíèå (2) èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ 

äâóõêðàòíûõ êîðíÿ è äâà ÷èñòî ìíèìûõ. Åñëè { } 0sp �  è { } 0sq �  è 

èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè, óðàâíåíèå (2) èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ  

êîðíÿ è äâà äâóõêðàòíûõ ÷èñòî ìíèìûõ.  

Ïðè { } 0s� � , åñëè { }2
1 0s� �  óðàâíåíèå (2) èìååò äâà 

äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ è ÷åòûðå êîìïëåêñíûõ, åñëè { }2
1 0s� �  - øåñòü 

êîìïëåêñíûõ. 

Ïðè { } 0s� �  óðàâíåíèå (2) èìååò øåñòü ðàçëè÷íûõ êîðíåé. 

Äåéñòâèòåëüíûå êîðíè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ïîëîæèòåëüíûì 

çíà÷åíèÿì êîðíåé óðàâíåíèÿ (5) è îïðåäåëÿòüñÿ çíàêîì 

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè â âûðàæåíèÿõ (8).  
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§2. Òàê êàê âûðàæåíèÿ (3) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé (2) - 

äîâîëüíî ãðîìîçäêèå âûðàæåíèÿ, àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå êîðíåé 

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëîæíûì.  

×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðîâåäåíû äëÿ ñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà 

ñ ãàðìîíè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì 

2
1 2

1

2
s s� �� � � , 

ãäå � , �  - ïîñòîÿííûå Ëàìå. Âåëè÷èíû 1s  è 2s  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 

ïåðâûé è âòîðîé èíâàðèàíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé ëèíåéíîé òåîðèè 

óïðóãîñòè, îòíåñåííûå ê ãëàâíûì îñÿì 

1 1 2 3

2 2 2
2 1 2 3

( 1) ( 1) ( 1);

( 1) ( 1) ( 1) .

s

s

� � �

� � �

� � � � � �

� � � � � �
 

Äëÿ òåîðèè êîíå÷íûõ (áîëüøèõ) íà÷àëüíûõ äåôîðìàöèé è 

ïåðâîãî âàðèàíòà ìàëûõ íà÷àëüíûõ äåôîðìàöèé âûðàæåíèÿ äëÿ 

îïðåäåëåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ òåíçîðà  ��  ïðè óñëîâèè (1) èìåþò âèä 
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� � � �

� � � � � �� � � �
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� � � � � �
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Ó÷òåì, ÷òî 
2

1 2

���
�

�
�

, ãäå �  - êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, è 

ïðîíîðìèðóåì âñå âåëè÷èíû ïî âåëè÷èíå /� � . ×èñëåííûå ðàñ÷åòû 

ïðîâîäèëèñü äëÿ 0,3� � . Íà÷àëüíûå óäëèíåíèÿ ìåíÿëèñü â 
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äèàïàçîíå îò 0,8 äî 1,2. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ áûëà îöåíêà âîçìîæíûõ 

çíà÷åíèé êîðíåé óðàâíåíèÿ (2) è âëèÿíèå íà÷àëüíûõ äåôîðìàöèé è 

ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè íà çíà÷åíèÿ êîðíåé 

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2) è ñîîòâåòñòâåííî íà âûáîð 

ðåøåíèÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è.  

Ïîâåðõíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèè { }s� , ïðè 

ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ 	 
 v{ } 1,2,3 ,s
i i� � �  è �  èìååò âèä, 

ïîêàçàííûé íà ðèñ.1. Ïðè÷åì ôîðìà ïîâåðõíîñòè íå èçìåíÿåòñÿ â 

äèàïàçîíå { }0.8 1.2s
i�� � , v2 { }2

110 sc� � , 0 2� �� � . Àíàëèç ÷èñëåííûõ 

çíà÷åíèé { }s�  ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (2) 

ïðèíèìàåò â óêàçàííîé îáëàñòè èññëåäóåìûõ ïàðàìåòðîâ 

íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ 	 
{ } 0s� � . 

 
Ðèñóíîê 1 

Íà ðèñ. 2 è 3 ïðîèëëþñòðèðîâàíî âëèÿíèå ñêîðîñòè è 

òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ íàãðóçêè íà çíà÷åíèå äèñêðèìèíàíòà 

óðàâíåíèÿ (2). Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ, 

ñêîðîñòü äâèæåíèÿ íàãðóçêè è íàïðàâëåíèå åå äâèæåíèÿ ñóùåñòâåííî 

âëèÿþò íà çíà÷åíèå ôóíêöèè { }s� . Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîé 

ñêîðîñòè  íàãðóçêè âëèÿíèå íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé óìåíüøàåòñÿ. Îò 

íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ íàãðóçêè çàâèñèò ðàñïîëîæåíèå îáëàñòè 

íàèìåíüøåãî âëèÿíèÿ íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé. 
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