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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ïëîñêîé êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ óïðóãîé 

ïîëîñû áåç íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû ïî 

øèðîêîìó êðóãó âîïðîñîâ, êîòîðûå äîñòàòî÷íî ïîëíî îòðàæåíû â [1, 

2]. 

Â ðàáîòå [3] ðàññìîòðåíà ïëîñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ 

æåñòêîãî øòàìïà, äåéñòâóþùåãî áåç òðåíèÿ íà óïðóãóþ 

ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííóþ ïîëîñó, ëåæàùóþ íà æåñòêîì 

îñíîâàíèè. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü îáùèå ðåøåíèÿ ïëîñêèõ 

ñòàòè÷åñêèõ ëèíåàðèçèðîâàííûõ çàäà÷, ïîñòðîåííûõ â ðàáîòàõ 

àêàäåìèêà ÍÀÍ Óêðàèíû À.Í. Ãóçÿ äëÿ ðàâíûõ è íåðàâíûõ êîðíåé 

îïðåäåëÿþùåãî (õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî) óðàâíåíèÿ. Çäåñü æå 

èññëåäîâàíèÿ äëÿ ïîëîñû âûïîëíåíû â îáùåé ôîðìå äëÿ ñæèìàåìûõ 

è íåñæèìàåìûõ ìàòåðèàëîâ ïðè ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðå óïðóãîãî 

ïîòåíöèàëà. Â ðåçóëüòàòå êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ ïîëîñû ñ 

íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî 

óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì, åñëè íà÷àëüíûå 

íàïðÿæåíèÿ íå äîñòèãàþò çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòåðè 

óñòîé÷èâîñòè ïîëîñû. 

Â ðàáîòå [3] ïîëó÷åíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ( , )ig � � , 

êîòîðàÿ çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé è âõîäèò â ÿäðî 

èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Êàê ñëåäóåò èç 

[3], ôóíêöèÿ ( , )ig � �  ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ñîîòâåòñòâåííî äëÿ 

ðàâíûõ è íåðàâíûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî (îïðåäåëÿþùåãî) 

óðàâíåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 

2 1 2 1
1 1 2 1 2 1 2 1

1 1

(1 ) (1 )( ) sinh cosh 0m l m l l n
n n

� � � �� �� � � � � ,  (1) 
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2 1 2 1 2 1 2 1
1 1 2 2 1

1 2 2 1

cosh sinh cosh sinh 0;l n l n h
n n n n

� � � � � � � � � �� � � .(2) 

Çäåñü è äàëåå âñå îáîçíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ îáîçíà÷åíèÿìè [3]. 

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â (1) è (2)  ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ, 

ïðèíÿòûå â ðàáîòàõ [4, 5], òî óðàâíåíèÿ (1) è (2) ñîâïàäàþò ñ 

õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè [4, 5], ñîîòâåòñòâóþùèìè çàäà÷å 

îá óñòîé÷èâîñòè ïîëîñû ïðè ðàññìàòðèâàåìîì âèäå íàãðóæåíèÿ 
0 0 0
11 22 1 2 33( 0; 0; ; 0;)s s s� �	 � 	 	 . 

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 

âòîðîãî ðîäà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ 

ïàðàìåòðîâ ïðåäâàðèòåëüíîãî íàãðóæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò 

êîýôôèöèåíòîâ óäëèíåíèé ( )i�  ïðè êîòîðûõ ÿäðî òåðïèò ðàçðûâ. 

Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèì â äàííîé ðàáîòå îïðåäåëèì êðèòè÷åñêèå 

ïàðàìåòðû íàãðóæåíèÿ ïîëîñû (ïîëóïëîñêîñòè). Äëÿ ýòîãî 

ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó î ïîâåðõíîñòíîé íåóñòîé÷èâîñòè 

ïîëóïëîñêîñòè ( 2 0y 
 ) ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè ïðè ñæàòèè 

âäîëü îñè 0
1 22( 0)Oy s �  â ñëó÷àå ðàâíûõ è íåðàâíûõ êîðíåé 

îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ. 

Ïîñêîëüêó ãðàíèöà ïîëóïëîñêîñòè 2 0y �  ( 1 2 0z z� � ) íå 

çàãðóæåíà, òî 

1 1
21 220 0

0; 0.
z z

Q Q
� �

� �� �        (3) 

Ðåøåíèå óðàâíåíèé Ëàïëàñà âûáèðàåì â ôîðìå  

1 1

1 1
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1

( )
2

1
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2

1
( ) .
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z iy

A e d

B e d
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��
� �

��

�

�

�

�
       (4) 

Óäîâëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (1) 

è (2), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå 

ïîâåðõíîñòíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïîëóïëîñêîñòè ñ íà÷àëüíûìè 

íàïðÿæåíèÿìè â âèäå 

1 2 0l l� � .          (5) 

Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ ïîëóïëîñêîñòè ñ íà÷àëüíûìè 

íàïðÿæåíèÿìè â ñëó÷àå íåðàâíûõ êîðíåé îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ 

ïîëó÷àåì â ôîðìå 
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1 1 2 2 0l n l n� �          (6) 

Óðàâíåíèÿ (5), (6) ïîëó÷àþòñÿ èç (1) è (2), åñëè â 

ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ óñòðåìèòü 1 h� ��  ê áåñêîíå÷íîñòè, ò.å. 

ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ñêîëüêî óãîäíî òîëñòîé ïîëîñû. Ðàññìîòðèì 

ïðèìåð äëÿ íåñæèìàåìîé ïîëîñû (ïîëóïëîñêîñòè) ñ ïîòåíöèàëîì 

Òðåëîàðà (òåëî íåîãóêîâñêîãî òèïà) è Áàðòåíåâà–Õàçàíîâè÷à. Äëÿ 

ïîòåíöèàëà Òðåëîàðà 1 2n n	 , à äëÿ ïîòåíöèàëà Áàðòåíåâà–

Õàçàíîâè÷à 1 2n n� . Äëÿ ïîñòîÿííûõ , , ( 1,2)i i in m l i �  â ðàìêàõ 

ïëîñêîé äåôîðìàöèè ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè èìååò 

ìåñòî òàêæå ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ, ò.å. 1 2 31 ( 1)� � �� � , äëÿ ðàâíûõ è 

íåðàâíûõ êîðíåé ñîîòâåòñòâåííî èìååì âûðàæåíèÿ 
2 2

1 2 1 1 1 2

2 2
1 1 2 1

; ; 1;

1
; (1 );

2

n n m m

l l

� �

� �

� �� � � �

� � �
      (7) 

4 4
1 2 1 1 2 1

4 4 4 1
1 1 2 1 1

1; ; 1; ;

1
(1 ); 2 (1 ) .

2

n n m m

l l

� �

� � �

� �

�

� � � �

� � � �
     (8) 

Ïîäñòàâëÿÿ(7), (8) â óðàâíåíèå (1) è (2), ïîñëå ðÿäà 

ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì 
2 2
1 1 1 1 1(1 ) (3 1) sinh cosh 0� � � � �� � � � ,     (9) 

4 2 1 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1(1 ) cosh( ) sinh( ) 4 cosh( ) sinh( ) 0� � � � � � � � � �� �� � � . (10) 

Åñëè â (10) ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ [4], òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå 

ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì [4, ñ.177, ô-ëà (VIII.6)]. 

Ïîäñòàíîâêè (7) è (8) â (5) , (6) ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì 
2
13 1 0� � � ,          (11) 

8 4 2 2 6 4 2
1 1 1 1 1 1 12 4 1 ( 1)( 3 1) 0� � � � � � �� � � � � � � � � .   (12) 

Óðàâíåíèÿ (11), (12) èìåþò êîðíè ñîîòâåòñòâåííî 1 0,58êð� �  

1 0,54êð� � . 

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåñæèìàåìîãî òåëà â óñëîâèÿõ ïëîñêîé 

äåôîðìàöèè ÿâëåíèå ïîâåðõíîñòíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïîëóïëîñêîñòè ñ 

íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè íàñòóïàåò äëÿ ïîòåíöèàëà Òðåëîàðà ïðè 

1 0,54êð� �  è äëÿ ïîòåíöèàëà Áàðòåíåâà–Õàçàíîâè÷à ïðè 1 0,58êð� � . 
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Íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (9) ïðè 10,58 �
 
 �  è 

óðàâíåíèå (10) ïðè 10,54 �
 
 �  íå èìåþò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, 

êðîìå êîðíÿ 0� � . Ñëåäîâàòåëüíî, êàê è â ñëó÷àå [6-8], êîíòàêòíóþ 

çàäà÷ó äëÿ ïîëîñû ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè ìîæíî ñâåñòè ê 

èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì, åñëè 

íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ íå äîñòèãàþò çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ 

ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïîëîñû. 

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîé èíôîðìàöèè î âëèÿíèè íà÷àëüíûõ 

íàïðÿæåíèé íà ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ â ñëó÷àå 

ïîòåíöèàëîâ Òðåëîàðà (íåðàâíûå êîðíè) è Áàðòåíåâà–Õàçàíîâè÷à 

(ðàâíûå êîðíè) íåîáõîäèìî èìåòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå 

èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà. 

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå 

íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ, êîòîðûå íå âûçûâàþò ïîÿâëåíèå 

ïîâåðõíîñòíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïîëîñû (ïîëóïëîñêîñòè), òàê êàê 

âáëèçè çíà÷åíèé íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, îòâå÷àþùåãî ïîâåðõíîñòíîé 

íåóñòîé÷èâîñòè ïîëîñû (ïîëóïëîñêîñòè), ïðîèñõîäèò íåîãðàíè÷åííûé 

ðîñò íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé. 
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