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Ââåäåíèå. Çàäà÷àì ãèäðîóïðóãîñòè äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè 

ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé. Îäíàêî ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå 

â ðàìêàõ ìîäåëè èäåàëüíîé æèäêîñòè, ÷àñòî íå óäîâëåòâîðÿþò âñå 

âîçðàñòàþùèì òðåáîâàíèÿì òî÷íîñòè. Ïðè âûáîðå êîíêðåòíîé 

ìîäåëè, àäåêâàòíî îïèñûâàþùåé ðåàëüíûå æèäêîñòíûå íàïîëíèòåëè, 

íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü âÿçêîé ñæèìàåìîé è íåñæèìàåìîé 

æèäêîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì â äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ àíàëèç 

çàêîíîìåðíîñòåé âîëíîâîãî ïðîöåññà â îðòîòðîïíîé îáîëî÷êå ñ 

æèäêîñòüþ â ðàìêàõ ìîäåëè ëèíåàðèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé 

ãèäðîäèíàìèêè âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Âåäü çàìåíà 

ëèíåàðèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà íà ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ 

Ýéëåðà íàñòîëüêî èçìåíÿåò ñòðóêòóðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, 

÷òî äåëàåò íåâîçìîæíûì êà÷åñòâåííîå è êîëè÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå 

ðÿäà ÿâëåíèé, ïðèñóùèõ ðåàëüíûì æèäêîñòÿì. Â ñëó÷àå 

âûñîêî÷àñòîòíûõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â îáîëî÷êå èç êîìïîçèòíûõ 

ìàòåðèàëîâ ñ ïîíèæåííîé ñäâèãîâîé æåñòêîñòüþ öåëåñîîáðàçíî 

èñïîëüçîâàòü òåîðèþ îáîëî÷åê òèïà Ñ.Ï.Òèìîøåíêî. Íåîáõîäèìîñòü 

ïðèìåíåíèÿ ýòîé ìîäåëè îáóñëîâëåíà òàêæå òåì, ÷òî ïîëó÷àþùèåñÿ â 

åå ðàìêàõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè 

ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, ïîçâîëÿþùèå â ïîëíîé ìåðå èññëåäîâàòü 

âîëíîâûå ïðîöåññû. 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ íåîñåñèììåòðè÷íàÿ 

çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â îðòîòðîïíîé îáîëî÷êå, çàïîëíåííîé 

âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòüþ. Ïðè èññëåäîâàíèè ïðèìåíÿþòñÿ 

ïðåäñòàâëåíèÿ îáùèõ ðåøåíèé ëèíåàðèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé Íàâüå-

Ñòîêñà äëÿ ïîêîÿùåéñÿ âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Äâèæåíèå 

îáîëî÷êè îïèñàíî ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè òåîðèè îáîëî÷åê òèïà 

Ñ.Ï.Òèìîøåíêî. 
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Ìåòîä ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ 

íåîñåñèììåòðè÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí â áåñêîíå÷íîé îðòîòðîïíîé 

öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå ðàäèóñà R  è òîëùèíû 2h , çàïîëíåííîé 

ïîêîÿùåéñÿ âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòüþ. Âîñïîëüçóåìñÿ êðóãîâîé 

öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ( , ,z r � ), ñîâìåñòèâ îñü z  ñ îñüþ 

îáîëî÷êè. Èñïîëüçóåì ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè îáîëî÷åê òèïà 

Ñ.Ï.Òèìîøåíêî [1] è ëèíåàðèçèðîâàííûå óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà 

äëÿ ïîêîÿùåéñÿ âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè [2]. Â ðàìêàõ ýòèõ 

ìîäåëåé ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ñîâìåñòíûå êîëåáàíèÿ 

ãèäðîóïðóãîé ñèñòåìû, â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò áóäåò 

èìåòü âèä:  
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 Çäåñü â óðàâíåíèÿõ (1): L–ìàòðèöà äèôôåðåíöèàëüíûõ 

îïåðàòîðîâ òåîðèè îáîëî÷åê òèïà Ñ.Ï.Òèìîøåíêî [1]; � �, ,z ru u u u u��
� �

 

– âåêòîð ïåðåìåùåíèé òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè; q
�
 – 

âåêòîð óñèëèÿ âíåøíåé íàãðóçêè, ïðèâåäåííûé ê ñåðåäèííîé 

ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Â óðàâíåíèÿõ (2-4): ��  – âåêòîð ñêîðîñòè 

÷àñòèö æèäêîñòè; ��  è p  – âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ â 

æèäêîñòè; 0�
� è 0a -ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü çâóêà â æèäêîñòè â 

ñîñòîÿíèè ïîêîÿ; � � ,� – êèíåìàòè÷åñêèé è äèíàìè÷åñêèé 

êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè; äëÿ âòîðîãî êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè ��  

ïðèíÿòî ñîîòíîøåíèå 
2

3
� � �� 
 ; , ,rz rr rp p p �  – ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà 
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íàïðÿæåíèé â æèäêîñòè. Óðàâíåíèÿ (3) – ñîîòâåòñòâåííî 

êèíåìàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå, â ñèëó 

òîíêîñòåííîñòè îáîëî÷êè, áóäåì óäîâëåòâîðÿòü íà ñåðåäèííîé 

ïîâåðõíîñòè (r R� ). Ñîîòíîøåíèÿ (1)–(4) ïðåäñòàâëÿþò çàìêíóòóþ 

ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé ãèäðîóïðóãîñòè äëÿ îðòîòðîïíîé 

öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ñîäåðæàùåé âÿçêóþ ñæèìàåìóþ 

æèäêîñòü. 

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé èñïîëüçóåì 

ïðåäñòàâëåíèÿ îáùèõ ðåøåíèé ëèíåàðèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé Íàâüå-

Ñòîêñà â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç ñêàëÿðíûå 

ïîòåíöèàëû 1,� �  è 2� , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç òðåõ íåçàâèñèìûõ 

óðàâíåíèé [2] 
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Ò.å. â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñèñòåìà ïÿòè 

óðàâíåíèé (2) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ òðåõ ñêàëÿðíûõ íåçàâèñèìûõ 

óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (5), îïðåäåëÿþùèõ ïîòåíöèàëû ñêîðîñòè 

1,� �  è 2� . Ïðè ýòîì çàäà÷à ãèäðîóïðóãîñòè äëÿ îðòîòðîïíîé 

îáîëî÷êè òèïà Ñ.Ï.Òèìîøåíêî , ñîäåðæàùåé ïîêîÿùóþñÿ âÿçêóþ 

ñæèìàåìóþ æèäêîñòü, ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), 

(5) ñ ó÷åòîì êèíåìàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà 

ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè (3), ãäå ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà íàïðÿæåíèé â 

æèäêîñòè rip  òàêæå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîòåíöèàëû. 

 Ðàññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêóþ ñèíóñîèäàëüíóþ âîëíó, 

ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü îñè îáîëî÷êè âèäà 

�  �  � �0 0 0
2 1 3 5 1 3, , , , , , , ( ), ( ) exp cosr z zu u u u u f r f r i kz t n! � � �� �� 
 "� � ,  

�  �  � �0 0
1 2 4 2, , , , ( ) exp sinu u u f r i kz t n� �! � �� �� 
 "� � ,   (6) 

ãäå 0 0 0 0 0
1 2 3 4 5 1 2, 3, , , , , ,u u u u u f f f – àìïëèòóäû âîëí; 

,
,z �! ! – óãëû ïîâîðîòà 

íîðìàëè; n – êîëè÷åñòâî âîëí ïî îêðóæíîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ 

îáîëî÷êè; 1 2k k ik� � – âîëíîâîå ÷èñëî; "– ÷àñòîòà.  

Íà ïåðâîì ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëÿåì ñîñòàâëÿþùèå 

âíåøíåé íàãðóçêè , ,z rq q q� , äåéñòâóþùåé ñî ñòîðîíû æèäêîñòè íà 

îáîëî÷êó, ÷åðåç àìïëèòóäíûå ïîñòîÿííûå 0
ju . Ïðè ýòîì ( )jf r  â 

âûðàæåíèÿõ (6) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îáûêíîâåííûõ 
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ  
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Çäåñü c–ôàçîâàÿ ñêîðîñòü; ,i ikE G –ìîäóëè óïðóãîñòè ïðè 

ðàñòÿæåíèè è ñäâèãå; il� – êîýôôèöèåíòû Ïóàñîíà; k(– êîýôôèöèåíò 

ñäâèãà. Âåëè÷èíû im mj% & , âõîäÿùèå â äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (7), 

(8), õàðàêòåðèçóþò âëèÿíèå âÿçêîé æèäêîñòè íà ðàñïðîñòðàíåíèå 

óïðóãèõ âîëí â îáîëî÷êå. Îíè ñîäåðæàò âñå æèäêîñòíûå ïàðàìåòðû 

(ïëîòíîñòü, âÿçêîñòü, …), à òàêæå ôóíêöèè Áåññåëÿ n -ãî ïîðÿäêà 

ïåðâîãî ðîäà îò êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà è ïðèâåäåíû â ðàáîòå [3]. 

Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (7) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèì 

òðàíñöåíäåíòíûì óðàâíåíèåì è îïèñûâàåò ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ 

íåîñåñèììåòðè÷íûõ âîëí â èññëåäóåìîé ãèäðîóïðóãîé ñèñòåìå. 

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ. Óðàâíåíèå (7) ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü 

âëèÿíèå ìíîãèõ ïàðàìåòðîâ îáîëî÷êè è õàðàêòåðèñòèê æèäêîñòè íà 

ôàçîâûå ñêîðîñòè è êîýôôèöèåíòû çàòóõàíèÿ âîëí â ñèñòåìå. 

Îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì âëèÿíèÿ íà äèñïåðñèîííûå êðèâûå 

òàêîé õàðàêòåðèñòèêè æèäêîé ñðåäû, êàê åå âÿçêîñòü. 

    
Ðèñóíîê 1      Ðèñóíîê 2 

Íà ðèñ.1,2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ 

âëèÿíèÿ âÿçêîñòè æèäêîñòè íà ôàçîâûå ñêîðîñòè ñèñòåìû â ñëó÷àå 

n=1 è n=2 ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ãðàôèêè îòîáðàæàþò çàâèñèìîñòü 

îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè è â
îò

è

c c
c

ñ



�  ( èñ – 

çíà÷åíèÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â îáîëî÷êå ñ 
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èäåàëüíîé æèäêîñòüþ, âñ – ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ôàçîâîé 

ñêîðîñòè âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñèñòåìå îáîëî÷êà-âÿçêàÿ 

æèäêîñòü) îò ÷àñòîòû "  äëÿ ñèñòåìû áîðîïëàñòèêîâàÿ îáîëî÷êà-

ãëèöåðèí. Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî âÿçêîñòü æèäêîñòè ïîíèæàåò 

çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ ñêîðîñòåé âñåõ ìîä, à òàêæå âëèÿåò íà 

êðèòè÷åñêèå ÷àñòîòû ýòèõ ìîä. Òàêæå åå âëèÿíèå ñóùåñòâåííî â 

îáëàñòÿõ íèçêèõ ÷àñòîò. 
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