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Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íîìåíêëàòóðà 

êîâàíûõ è øòàìïîâàííûõ ïîêîâîê äîñòèãàåò áîëåå ìèëëèîíà 

òèïîðàçìåðîâ, è ýòî êîëè÷åñòâî íåóêëîííî óâåëè÷èâàåòñÿ. 

Ñëåäîâàòåëüíî, âîçðàñòàþò òðåáîâàíèÿ íå òîëüêî ê êà÷åñòâó 

ðàçðàáàòûâàåìûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, íî è ê îïåðàòèâíîñòè 

èõ ñîçäàíèÿ. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâåííà ðîëü ðàñ÷åòíûõ ìåòîäîâ è, 

â ÷àñòíîñòè, ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ïëàñòè÷åñêîãî 

äåôîðìèðîâàíèÿ. 

Íåîáõîäèìî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ñîâðåìåííûå ÷èñëåííûå 

ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ îáðàáîòêè ìåòàëëîâ äàâëåíèåì ïðè 

âñåé ñâîåé ìîùè è ãèáêîñòè ïðåäïîëàãàþò ïðîâåäåíèå áîëüøîãî 

êîëè÷åñòâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé (èòåðàöèé), êàæäàÿ èç 

êîòîðûõ òðåáóåò áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âû÷èñëåíèé. Äàæå íà 

ñîâðåìåííûõ ìîùíûõ ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðàõ âðåìÿ ðåøåíèÿ 

òàêèõ çàäà÷ èñ÷èñëÿåòñÿ ÷àñàìè è ñóòêàìè, ÷òî íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ 

ïðèåìëåìûì, ïîñêîëüêó ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ îáùåãî âðåìåíè, 

íåîáõîäèìîãî äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ íîâûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 

Ïîýòîìó ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ 

ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, êîòîðûå ñî÷åòàëè áû òî÷íîñòü 

ñîâðåìåííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñ íåîáõîäèìîé ñêîðîñòüþ ðåøåíèÿ, 

äîñòàòî÷íîé â òîì ÷èñëå äëÿ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ïðîöåññàìè 

îáðàáîòêè äàâëåíèåì â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè, ÿâëÿåòñÿ 

àêòóàëüíîé. 

Ñîâðåìåííûå òðåáîâàíèÿ ê ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì ïðîöåññîâ 

îáðàáîòêè ìåòàëëîâ äàâëåíèåì ïðåäïîëàãàþò áîëåå ïîëíûé ó÷åò 

ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â î÷àãå ïëàñòè÷åñêîé 

äåôîðìàöèè. Ïîìèìî ó÷åòà äåôîðìàöèîííîãî è ñêîðîñòíîãî 

óïðî÷íåíèÿ, òåïëîâûõ ïðîöåññîâ, àíèçîòðîïèè ñâîéñòâ è ò. ï., 

íåîáõîäèìî òàêæå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ðåàëüíîå ñîîòíîøåíèå 
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ìåæäó äâóìÿ ñîñòàâëÿþùèìè äåôîðìàöèè: äåôîðìàöèåé îáúåìà è 

ôîðìîèçìåíåíèåì. 

Àíàëèç ñóùåñòâóþùèõ ïóáëèêàöèé. Äëÿ ó÷åòà ýòîãî ôàêòîðà 

ñåãîäíÿ íàèáîëåå øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ âàðèàöèîííî-ýíåðãåòè÷åñêèé 

ïîäõîä â ñî÷åòàíèè ñ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé äèñêðåòèçàöèåé, îñíîâíûå 

èäåè è ïðèìåðû ðåàëèçàöèè êîòîðîãî ïðèâåäåíû, â ÷àñòíîñòè, â [1]. 

Îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì ïîäîáíûõ ìîäåëåé 

ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòü ó÷åòà óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè äåôîðìèðóåìîé 

ñðåäû – ðàâåíñòâî íóëþ äèâåðãåíöèè âåêòîðà ñêîðîñòè ( 0Vdiv �
�

). Äëÿ 

ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ïðè èñïîëüçîâàíèè âàðèàöèîííî-

ýíåðãåòè÷åñêîãî ïîäõîäà ÷àñòî ïðèìåíÿþò ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé. 

Ñëèøêîì áîëüøèå øòðàôíûå êîíñòàíòû, êàê ïðàâèëî, óõóäøàþò 

êà÷åñòâî ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé - óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè ïîäàâëÿåò 

âÿçêèå ñâîéñòâà äåôîðìèðóåìîé ñðåäû. Äðóãîé ñïîñîá - ñìåøàííàÿ 

âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà íà îñíîâå ïðèíöèïà Ìàðêîâà-Ãåðìàííà - 

èìååò ñâîè íåäîñòàòêè: ñíèæàåòñÿ îáóñëîâëåííîñòü ìàòðèö 

ðàçðåøàþùèõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è, êàê ñëåäñòâèå, 

óìåíüøàåòñÿ òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòîâ íàïðÿæåííîãî 

ñîñòîÿíèÿ. 

Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, íå èìåþùèé ýòîé ïðîáëåìû, 

çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ 

óðàâíåíèé ñ äèñêðåòèçàöèåé ãðàíè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Çàìåòèì, ÷òî 

ñóùåñòâóåò äâå îñíîâíûõ ôîðìóëèðîâêè äàííîãî ïîäõîäà: ïðÿìàÿ è 

íåïðÿìàÿ [2]. Ñóùåñòâóþò òàêæå è íåêîòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå 

ôîðìóëèðîâêè, íàïðèìåð, ìåòîä ðàçðûâíûõ ñìåùåíèé [3], îäíàêî, èõ 

ðàññìîòðåíèå âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû. 

Â ðàáîòå [4] ïðèâåäåíà ôîðìóëèðîâêà êðàåâîé çàäà÷è 

ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ â ðàìêàõ òåîðèè ïëàñòè÷åñêîãî 

òå÷åíèÿ è ìåòîäà ôèêòèâíûõ íàãðóçîê, äëÿ êîòîðîé áûëà ïîëó÷åíà 

ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî 

íåèçâåñòíûõ êðàåâîé çàäà÷è. Òàì æå ïðèâåäåíî ðåøåíèå òåñòîâîé 

çàäà÷è îá îñàäêå äëèííîé ïîëîñû â øòàìïàõ, ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî 

ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïîçâîëÿåò â íåñêîëüêî ðàç ñíèçèòü âðåìÿ 

ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è.  

Âìåñòå ñ òåì, ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä íå ïðåäïîëàãàåò 

èñïîëüçîâàíèå åãî â ñèñòåìàõ îïåðàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîâ 

îáðàáîòêè ìåòàëëîâ äàâëåíèåì, â ÷àñòíîñòè, ñâîáîäíîé êîâêè. Äëÿ 
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ýòîãî íåîáõîäèìû àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷àòü ðåøåíèå 

êðàåâîé çàäà÷è â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè. Äðóãèìè ñëîâàìè, 

âðåìÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è, â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ 

ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà äëÿ óïðàâëåíèÿ, íàïðèìåð, ïðîöåññîì 

êóçíå÷íîé âûòÿæêè, íå äîëæíî ïðåâûøàòü îäíîé ñåêóíäû. 

Ñëåäîâàòåëüíî, âðåìÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî 

ñíèæàòü óæå â äåñÿòêè èëè ñîòíè ðàç. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåííîå 

òåîðåòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ñôîðìóëèðîâàííûõ ðàíåå óòâåðæäåíèé 

[4] è ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùåãî áûñòðî è ñ äîñòàòî÷íîé 

òî÷íîñòüþ îïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ íåïîñðåäñòâåííî â òî÷êå ãðàíèöû 

äåôîðìèðîâàííîãî òåëà. 

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ òîëüêî 

äëÿ âûáðàííîé ÷àñòè ãðàíèöû (èëè âîîáùå òîëüêî äëÿ îäíîé òî÷êè 

ãðàíèöû) áåç ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è â îáû÷íîì ïîíèìàíèè. 

Èçëîæåíèå îñíîâíûõ ìàòåðèàëîâ èññëåäîâàíèÿ. Ñôîðìóëèðóåì 

è äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: 

Åñëè äëÿ ëèíåéíî-âÿçêîãî (æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî) òåëà, 

íàõîäÿùåãîñÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ñèñòåìû 

âíåøíèõ íàãðóçîê, êîððåêòíî çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, òî 

êîìïîíåíòû ýòèõ íàãðóçîê, ïðèëîæåííûå â çàäàííîé òî÷êå ãðàíèöû 

òåëà, ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû íåïîñðåäñòâåííî, ò. å. áåç ðåøåíèÿ 

ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è. 

Äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè äàííîãî óòâåðæäåíèÿ îñíîâàíî 

íà ïîëó÷åííîé ðàíåå [4] ðàçðåøàþùåé ñèñòåìå ëèíåéíûõ 

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïðè ïîìîùè ìåòîäà ãðàíè÷íûõ 

ýëåìåíòîâ ïðåîáðàçîâûâàåòñÿ ê ëèíåéíîé ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ 

óðàâíåíèé âèäà (1): 

� �� � � �� VK P B          (1) 

ãäå � �K  – ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ âëèÿíèÿ; � �P  – âåêòîð 

íåèçâåñòíûõ èíòåíñèâíîñòåé âíåøíèõ íàãðóçîê, ïðèëîæåííûõ ê 

êàæäîìó ãðàíè÷íîìó ýëåìåíòó (â ñëó÷àå æåñòêîïëàñòè÷åñêîé çàäà÷è 

ê íèì äîáàâëÿþòñÿ òàêæå êîìïîíåíòû äîïîëíèòåëüíûõ îáúåìíûõ 

ñèë); � �VB  – âåêòîð çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.  
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Äàëåå ïåðåñòàâèì ìåñòàìè ñòîëáöû ìàòðèöû ñèñòåìû (1) òàêèì 

îáðàçîì, ÷òîáû óðàâíåíèÿ, çàïèñàííûå äëÿ çàäàííîé òî÷êè ãðàíèöû, 

îêàçàëèñü ïåðâûìè. Çàïèøåì ñèñòåìó (1) â áëî÷íîì âèäå, 

ñãðóïïèðîâàâ ôèêòèâíûå íàãðóçêè, ïðèëîæåííûå â äàííîé òî÷êå 

ãðàíèöû òåëà, è âñå îñòàëüíûå: 

� �	

 � ��

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

A X A X B

A X A X B
        (2) 

ãäå � � �ijA  – ÿâëÿþòñÿ ïîäìàòðèöàìè ìàòðèöû � �K ; ìàòðèöà � �11A  è 

âåêòîðû � �1X  è � �1B  èìåþò ðàçìåðíîñòü 3 äëÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è èëè 

2 äëÿ äâóìåðíîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâåííî. 

Ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå 

äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà � �1X  (äëÿ ïðîñòîòû âûðàæåíèÿ êâàäðàòíûå 

è ôèãóðíûå ñêîáêè â âûðàæåíèÿõ (1) è (2) îïóùåíû): 

� � ( )
�� �� � � � � � � �
11 1

1 11 12 22 21 1 12 22 2X A A A A B A A B     (3) 

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî âûðàæåíèå, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî 

ìîæíî îïðåäåëèòü ôèêòèâíûå íàãðóçêè, ïðèëîæåííûå â äàííîé 

òî÷êå ãðàíèöû òåëà, íå îïðåäåëÿÿ âñå îñòàëüíûå, ò. å. áåç ðåøåíèÿ 

ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è. 

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ýôôåêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì 

ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè äîñòàòî÷íî èìåòü èíôîðìàöèþ î 

êèíåìàòè÷åñêîì è íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè òîëüêî â 

íåñêîëüêèõ òî÷êàõ ãðàíèöû òåëà è âíóòðè åãî. Íàïðèìåð, ïðè 

ïðîâåäåíèè ïðîöåññà êóçíå÷íîé âûòÿæêè â ïðîãðàììíîì ðåæèìå íà 

àâòîìàòèçèðîâàííûõ êîâî÷íûõ êîìïëåêñàõ æåëàòåëüíî èìåòü 

èíôîðìàöèþ î ñêîðîñòÿõ òå÷åíèÿ â òåõ ó÷àñòêàõ êîíòóðà çàãîòîâêè, 

êîòîðûå ìîãóò âûòå÷ü ëèáî â ãëóáèíó âûðåçà áîéêà, ëèáî â çàçîð 

ìåæäó áîéêàìè, ëèáî îáðàçîâàòü óòÿæèíó. 

Êðîìå òîãî, æåëàòåëüíî òàêæå îòñëåæèâàòü íàïðÿæåííîå 

ñîñòîÿíèå â «îïàñíûõ» òî÷êàõ âíóòðè çàãîòîâêè. Â ýòîì ñëó÷àå 

óïðàâëÿþùèé êîìïüþòåð ìîæåò, îïåðàòèâíî èçìåíÿÿ âåëè÷èíû 

äåôîðìàöèé è ïîäà÷, âûïîëíÿòü ïðîòÿæêó çàãîòîâêè ñ ìàêñèìàëüíîé 

ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ ïðè ãàðàíòèðîâàííîì ïîëó÷åíèè íóæíûõ 

ðàçìåðîâ çàãîòîâêè è îòñóòñòâèè çàòåêàíèé, çàæèìîâ ìåòàëëà, à 

òàêæå îòñóòñòâèè ðûõëîò è òðåùèí. 

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: 
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Åñëè äëÿ æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà, íàõîäÿùåãîñÿ â ñîñòîÿíèè 

ðàâíîâåñèÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ñèñòåìû âíåøíèõ íàãðóçîê, êîððåêòíî 

çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, òî íåèçâåñòíûå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ 

ñêîðîñòè è íàïðÿæåíèÿ â ëþáîé çàäàííîé òî÷êå åãî ãðàíèöû 

îïðåäåëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ò. å. áåç ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé 

êðàåâîé çàäà÷è. 

1) Ìûñëåííî ðàçîáüåì ãðàíèöó äåôîðìèðîâàííîãî òåëà íà 

êîíå÷íîå ÷èñëî ó÷àñòêîâ – ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ê êàæäîìó èç 

êîòîðûõ ïðèëîæèì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå êåëüâèíîâñêèå 

ñîñðåäîòî÷åííûå ñèëû ñî çíà÷åíèåì êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, ðàâíûì 

0,5 (ýòè âûðàæåíèÿ ïðèâåäåíû â ìíîãî÷èñëåííîé ïóáëèêàöèÿõ ïî 

òåîðèè óïðóãîñòè, íàïðèìåð, â ðàáîòå [5]). Ïðèëîæèì òàêæå ñèñòåìó 

äîïîëíèòåëüíûõ îáúåìíûõ ñèë äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèÿì ñâÿçè 

â ðàìêàõ òåîðèè òå÷åíèÿ Ñåí-Âåíàíà – Ëåâè – Ìèçåñà. Òîãäà, â ñèëó 

äîêàçàííîãî ðàíåå òåîðåòè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ î êðàåâîé 

æåñòêîïëàñòè÷åñêîé çàäà÷å [4], áóäóò ñïðàâåäëèâû ëèíåéíûå ñèñòåìû 

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà. 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèñêðåòèçàöèÿ ãðàíèöû ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü 

ðåøåíèå ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî 

äèñêðåòèçàöèÿ ãðàíèöû òàêîâà, ÷òî â ïðåäåëàõ êàæäîãî ëèíåéíîãî 

ó÷àñòêà, àïïðîêñèìèðóþùåãî ãðàíèöó, ðàñïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòíûõ 

ôèêòèâíûõ íàãðóçîê áóäåò áëèçêî ê ëèíåéíîìó. Ïðîâåäÿ âû÷èñëåíèå 

êîýôôèöèåíòîâ âëèÿíèÿ îò âñåõ ôèêòèâíûõ íàãðóçîê íà êîìïîíåíòû 

êèíåìàòè÷åñêîãî è íàïðÿæåííî–äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â 

çàäàííîé òî÷êå ãðàíèöû, ïîëó÷èì ñòàíäàðòíóþ ðàçðåøàþùóþ 

ñèñòåìó íåïðÿìîãî ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. 

2) Ïðè ïîìîùè äîêàçàííîãî âûøå ïîëîæåíèÿ î ôèêòèâíîé 

íàãðóçêå îïðåäåëèì êîìïîíåíòû ôèêòèâíûõ íàãðóçîê, ïðèëîæåííûõ 

â çàäàííîé òî÷êå ãðàíèöû, â õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ ãðàíèöû, à òàêæå 

êîìïîíåíòû äîïîëíèòåëüíûõ îáúåìíûõ ñèë. Çàìåòèì, ÷òî 

îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì êîìïîíåíòû ôèêòèâíûõ íàãðóçîê áóäóò 

òî÷íûìè (â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè äèñêðåòèçàöèè è îøèáêè 

îêðóãëåíèÿ). 

3) Ñêîððåêòèðóåì êîýôôèöèåíòû âëèÿíèÿ ôèêòèâíûõ íàãðóçîê, 

ïðèëîæåííûõ â õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ ãðàíèöû, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû 

ñîîòâåòñòâóþùèé ó÷àñòîê ãðàíèöû ïðåäñòàâëÿë ñîáîé óæå îäèí 

ãðàíè÷íûé ýëåìåíò. Â ÷àñòíîñòè, ïðè êóñî÷íî-ëèíåéíîé 
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àïïðîêñèìàöèè ãðàíèöû ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò âëèÿíèÿ 

ïðîñòî óìíîæàåòñÿ íà êîëè÷åñòâî ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, íà êîòîðîå 

áûë ïåðâîíà÷àëüíî ðàçáèò äàííûé ó÷àñòîê ãðàíèöû. Çàìåòèì, ÷òî 

åñëè èñõîäíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ãðàíèöû îáåñïå÷èâàåò ëèíåéíîå 

ðàñïðåäåëåíèå ôèêòèâíûõ íàãðóçîê âäîëü äàííîãî ó÷àñòêà ãðàíèöû, 

òî ñâåäåíèå ýòîãî ëèíåéíîãî ó÷àñòêà ê îäíîìó ãðàíè÷íîìó ýëåìåíòó 

áóäåò ñòàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûì.  

4) Ñ ó÷åòîì ýòîãî çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ 

èñêîìûõ êîìïîíåíòîâ âåêòîðîâ ñêîðîñòè è íàïðÿæåíèÿ: 
� � � � � �� � �k k own k own k other k other k add k add

i i i i i i iV a P a P c F      (4) 

� � � � � �� � �k k own k own k other k other k add k add
i i i i i i it b P b P d F      (5) 

ãäå ai,bi,ci – êîýôôèöèåíòû âëèÿíèÿ, ïîëó÷åííûå èíòåãðèðîâàíèåì 

ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé Êåëüâèíà; èíäåêñ «own» îòíîñèòñÿ ê 

ôèêòèâíûì íàãðóçêàì, ïðèëîæåííûì â çàäàííîé òî÷êå ãðàíèöû; 

èíäåêñ «other» îòíîñèòñÿ ê ôèêòèâíûì íàãðóçêàì, ïðèëîæåííûì â 

õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ ãðàíèöû; èíäåêñ «add» îòíîñèòñÿ ê 

äîïîëíèòåëüíûì îáúåìíûì ñèëàì. 

È, íàêîíåö, îïðåäåëèì èñêîìûå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ñêîðîñòè 

è íàïðÿæåíèé ïðè ïîìîùè âûðàæåíèé (4) - (5). Ïîñêîëüêó â äàííûõ 

âûðàæåíèÿõ âñå ôèêòèâíûå íàãðóçêè è êîýôôèöèåíòû âëèÿíèÿ 

ïîëó÷åíû ïóòåì òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ñòàòè÷åñêè 

ýêâèâàëåíòíûõ çàìåí, òî (ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ äîïóùåíèé) 

ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì íåèçâåñòíûå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ 

ñêîðîñòè è íàïðÿæåíèÿ â çàäàííîé òî÷êå ãðàíèöû áóäóò òî÷íûì 

ðåøåíèåì èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è â çàäàííîé òî÷êå ãðàíèöû. Êðîìå 

òîãî, ïðè ýòîì íå ïðîèçâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå íåèçâåñòíûõ ïî âñåé 

ãðàíèöå äåôîðìèðîâàííîãî òåëà, ò. å. íå ïðîèçâîäèòñÿ ðåøåíèå 

êðàåâîé çàäà÷è â îáû÷íîì ïîíèìàíèè. Ñëåäîâàòåëüíî, 

ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ñïðàâåäëèâûì. 

Îòìåòèì, ÷òî ýòî òåîðåòè÷åñêîå ïîëîæåíèå ìîæåò áûòü 

ïðàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàíî ïðè ðàçëè÷íûõ òèïàõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, 

âêëþ÷àÿ ñìåøàííûå. 

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé. Ñ ó÷åòîì èçëîæåííîãî âûøå 

óêðóïíåííûé àëãîðèòì äèñêðåòíîãî ìåòîäà ïðÿìîãî ðåøåíèÿ 

ñîäåðæèò ñëåäóþùèå øàãè: 

1. Çàäàíèå ãåîìåòðèè òåëà (çàãîòîâêè), èñõîäíîé ñåòêè 

ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñâîéñòâ, ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. 
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2. Ðàñ÷åò êîýôôèöèåíòîâ âëèÿíèÿ âî âñåõ òî÷êàõ ãðàíèöû (íà 

îñíîâå ðåøåíèé Êåëüâèíà ïðè �=0,5). 

3. Îïðåäåëåíèå ôèêòèâíûõ íàãðóçîê â çàäàííîé òî÷êå 

äåôîðìèðîâàííîãî òåëà, â õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ ãðàíèöû è 

êîìïîíåíòîâ äîïîëíèòåëüíûõ îáúåìíûõ ñèë, âûðàæåíèå (3). 

4. Êîððåêöèÿ êîýôôèöèåíòîâ âëèÿíèÿ îò ôèêòèâíûõ íàãðóçîê, 

ïðèëîæåííûõ â õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ ãðàíèöû. 

5. Îïðåäåëåíèå èñêîìûõ êîìïîíåíòîâ âåêòîðîâ ñêîðîñòè è 

íàïðÿæåíèÿ â çàäàííîé òî÷êå ãðàíèöû èç âûðàæåíèé (4) – (5). 

6. Âûïîëíåíèå ïóíêòîâ 3 – 5 äëÿ îñòàëüíûõ õàðàêòåðíûõ òî÷åê 

ãðàíèöû. 

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ìîæíî ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü îáúåì 

âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû, åñëè ïîñòðîèòü èñõîäíóþ ãðàíè÷íî-

ýëåìåíòíóþ ñåòêó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû öåëåâûå òî÷êè (òî÷êè, 

çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ â êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå 

ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è) ïî âîçìîæíîñòè ñîâïàäàëè èëè áûëè áëèçêè 

ê õàðàêòåðíûì òî÷êàì ãðàíèöû. Â ýòîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî òðåáóåìûõ 

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñîêðàòèòñÿ â íåñêîëüêî ðàç, à â íåêîòîðûõ 

ñëó÷àÿõ, è â íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ðàç. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò 

ïðèìåíèòü ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä â ñèñòåìàõ îïåðàòèâíîãî 

óïðàâëåíèÿ ïðîöåññàìè îáðàáîòêè ìåòàëëîâ äàâëåíèåì, â ÷àñòíîñòè, 

ïðîöåññàìè ñâîáîäíîé êîâêè íà àâòîìàòèçèðîâàííûõ êîâî÷íûõ 

êîìïëåêñàõ ñ ïðîãðàììíûì óïðàâëåíèåì. 
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