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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ óæå äîñòàòî÷íî ÷åòêî âèäíà ïåðñïåêòèâà 

èñ÷åðïàíèÿ íåâîçîáíîâëÿåìûõ èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè, òàêèõ êàê ãàç, 

íåôòü, óãîëü è äðóãèõ. Ê ñîæàëåíèþ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýíåðãåòèêà 

ñåãîäíÿøíåãî äíÿ ïðàêòè÷åñêè öåëèêîì áàçèðóåòñÿ íà òàêèõ 

èñòî÷íèêàõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âñå àêòèâíåå èäåò ïîèñê è îñâîåíèå 

íîâûõ âîçîáíîâëÿåìûõ èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè. Îäíèì èç âîçìîæíûõ 

òàêèõ èñòî÷íèêîâ ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèÿ Ñîëíöà. Ïåðñïåêòèâíûì 

íàïðàâëåíèåì ñîëíå÷íîé ýíåðãåòèêè ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ñîëíå÷íûõ 

êîñìè÷åñêèõ ýëåêòðîñòàíöèé (ÑÊÝÑ) [1]. Òàêèå ýëåêòðîñòàíöèè áóäóò 

ðàñïîëàãàòüñÿ íà îðáèòå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîëíå÷íîé ýíåðãèè â 

ýëåêòðè÷åñêóþ è åå ïåðåäà÷è íà Çåìëþ ïðè ïîìîùè ëàçåðà èëè 

ìèêðîâîëíîâîãî ëó÷à.  

Èíòåðåñ ê ïðîáëåìå ñîçäàíèÿ ÑÊÝÑ â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ìèðå 

âûñîê, ïðè ýòîì, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòèìè âîïðîñàìè ñîëíå÷íîé 

ýíåðãåòèêè çàíèìàþòñÿ íå òîëüêî òàêèå êîñìè÷åñêèå ãèãàíòû êàê 

ÑØÀ è Ðîññèÿ, íî òàêæå ñòðàíû Åâðîïåéñêîãî ñîþçà, ßïîíèÿ, 

Òóðöèÿ. 

Âàæíîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé ïðîáëåìîé ïðè ñîçäàíèè ÑÊÝÑ 

ÿâëÿåòñÿ óïðàâëåíèå îðèåíòàöèåé áîëüøîé ñèñòåìû â êîñìîñå ñ 

öåëüþ íåïðåðûâíîãî ñëåæåíèÿ çà Ñîëíöåì îãðîìíûõ ñîëíå÷íûõ 

áàòàðåé (ÑÁ) è îðèåíòàöèè ìèêðîâîëíîâûõ ïó÷êîâ íà íàçåìíûå 

ïðèåìíûå àíòåííû. Âàæíîñòü è íåîáõîäèìîñòü òùàòåëüíîé 

ïðîðàáîòêè ýòîé ïðîáëåìû ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ÑÊÝÑ, êàê îáúåêò 

óïðàâëåíèÿ, ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îòëè÷àåòñÿ îò êîñìè÷åñêèõ 

àïïàðàòîâ, ýêñïëóàòèðóåìûõ íà îðáèòå â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Îäíàêî, 

íåñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé î ðàçëè÷íûõ 

àñïåêòàõ ñîçäàíèÿ ÑÊÝÑ, ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå ïðîáëåìàì 

èñïîëüçîâàíèÿ è ðàçðàáîòêè àëãîðèòìè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ 

óïðàâëåíèÿ îðèåíòàöèåé ÑÊÝÑ, ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò. 

                                                 
� © Õîðîøèëîâ C.Â., 2009  
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Ó÷èòûâàÿ ýòîò ôàêò öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ 

âûäåëåíèå çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ îñîáåííî âàæíî ïðè ðàçðàáîòêå 

ñèñòåì óïðàâëåíèÿ îðèåíòàöèåé ÑÊÝÑ, à òàêæå âûáîð âîçìîæíûõ 

ïóòåé äëÿ èõ ðåøåíèÿ. 

Âàæíûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé ïî ýòîé ïðîáëåìå ÿâëÿåòñÿ 

àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ÑÊÝÑ, åå óïðàâëÿåìîñòè è 

ñïîñîáîâ îðèåíòàöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ íåîáõîäèìû 

ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, àäåêâàòíî îïèñûâàþùèå äâèæåíèå òàêèõ 

ñèñòåì. Îäíàêî ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â ñóùåñòâóþùèõ ðàáîòàõ, 

íàïðèìåð [2-3], íå âñåãäà ìîãóò áûòü íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàíû 

ïðè ìîäåëèðîâàíèè äâèæåíèÿ ÑÊÝÑ. 

Ó÷åò óïðóãîñòè â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÑÊÝÑ êàê îáúåêòà 

óïðàâëåíèÿ. Ïðîåêòû ðàññìàòðèâàåìûõ ýíåðãîñèñòåì îñíîâûâàþòñÿ 

íà èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèé áîëüøèõ ðàçìåðîâ. Â 

èçâåñòíûõ ïðîåêòàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçìåðû ïîðÿäêà äåñÿòêîâ 

êèëîìåòðîâ. Ó÷èòûâàÿ ýòîò ôàêò ïðè ïîëó÷åíèè ìîäåëè äèíàìèêè 

ÑÊÝÑ íåîáõîäèì òùàòåëüíûé ó÷åò óïðóãîñòè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè. 

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäàìè àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè [4] 

äâèæåíèå ÑÊÝÑ c óïðóãèìè ýëåìåíòàìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 

äâèæåíèÿ íåñóùåãî òåëà (ÑÊÝÑ + íåäåôîðìèðîâàííûå ýëåìåíòû 

êîíñòðóêöèè) è îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ íîñèìûõ òåë (÷àñòèö 

äåôîðìèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè), ñîâåðøàþùèõ ìàëûå 

êîëåáàíèÿ îêîëî òåõ ïîëîæåíèé, êîòîðûå îíè çàíèìàëè áû â 

àáñîëþòíî òâåðäîì òåëå.  

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ñèñòåìû êîîðäèíàò: OXYZ  - 

èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà, ñâÿçàííàÿ ñ öåíòðîì ìàññ Çåìëè; c c c cO x y z  - 

ñâÿçàííàÿ ñ öåíòðîì ìàññ ñòàíöèè; i i i iOx y z  - ñèñòåìà, ñâÿçàííàÿ ñ i -ì 

óïðóãèì ýëåìåíòîì. 

Äâèæåíèå íåñóùåãî òåëà îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè 

ïîëþñà V  è âåêòîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè � . Â êà÷åñòâå ïîëþñà 

âûáåðåì öåíòð ìàññ ÑÊÝÑ ñ íåäåôîðìèðîâàííûìè ýëåìåíòàìè 

êîíñòðóêöèè. Áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíîé ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü 

âåêòîðà ñìåùåíèÿ ëþáîé òî÷êè äåôîðìèðóåìîãî ýëåìåíòà. Ýòà 

çàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ðÿäîì ïî ñòåïåíÿì 

îáîáùåííûõ êîîðäèíàò q�  
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 � ,   (1) 

ãäå � �, ,U x y z� , � �, ,U x y z��  - âåêòîðíûå êîýôôèöèåíòû. 

Â òàêîì ñëó÷àå äèíàìèêà ÑÊÝÑ ñ óïðóãèìè ýëåìåíòàìè ìîæåò 

áûòü îïèñàíà ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé: 
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Çäåñü 
1

2
n

J q� �
�

��
�

� 	 �
 , 

ãäå �  - ïîñòîÿííàÿ ÷àñòü òåíçîðà èíåðöèè ÑÊÝÑ (òåíçîð èíåðöèè 

ñòàíöèè ñ íåäåôîðìèðîâàííûìè óïðóãèìè ýëåìåíòàìè). 

Êîýôôèöèåíòû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ (2), îïðåäåëÿþòñÿ 

âûðàæåíèÿìè 

m
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Q EU U U U U U E U U U dm�� � � � � � � �� �� ��� � �� �� � � 	 	 � � 	� �� �� , 

m

A U U dm�� � �� �� , 

ãäå m  - ìàññà óïðóãîãî ýëåìåíòà; �  - âåêòîð, õàðàêòåðèçóþùèé 

ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ìàññ ñòàíöèè äî ïðîèçâîëüíîé òî÷êè 

äåôîðìèðóåìîãî ýëåìåíòà; E  - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. 

Íà ýòàïå ïðîâåäåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ ïðîðàáîòîê ïðè ñîçäàíèè 

ïåðâûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ÑÊÝÑ äâèæåíèå ïëîñêèõ àíòåííûõ 
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ðåøåòîê è ïàíåëåé ÑÁ ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé 

ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îäíîðîäíûõ ñòåðæíåé è ïëàñòèí. Òðàäèöèîííî 

îòêëîíåíèå òàêèõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè îò ñâîåãî 

íåäåôîðìèðîâàííîãî ïîëîæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå èçãèáà è 

êðó÷åíèÿ. Èçãèá ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îòêëîíåíèÿ â äâóõ âçàèìíî 

ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ, à êðó÷åíèå âîêðóã ïðîäîëüíîé îñè. 

Ïðåäñòàâèì âåêòîð ñìåùåíèÿ ÷àñòèö u  ïðè èçãèáå â ñâÿçàííîé 

ñî ñòåðæíåì ñèñòåìå êîîðäèíàò â âèäå 
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ãäå � �x�  - ñîáñòâåííûå ôîðìû èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíåé; i , j ; 

k  - åäèíè÷íûå îðòû. 

Ñìåùåíèå u�  ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ñòåðæíÿ ïðè êðó÷åíèè 

ïðåäñòàâèì â âèäå ðÿäà 
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ãäå � �Q x�  - ñîáñòâåííûå ôîðìû êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíåé. 

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (2) ñ ó÷åòîì èçãèáíî-êðóòèëüíûõ 

êîëåáàíèé N  ãèáêèõ ýëåìåíòîâ è n  ôîðì êîëåáàíèé äëÿ êàæäîãî 

ýëåìåíòà. 
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Â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé (3) óðàâíåíèå äëÿ 

îáîáùåííûõ êîîðäèíàò, õàðàêòåðèçóþùèõ èçãèáíûå êîëåáàíèÿ èç 

ïëîñêîñòè ïàíåëè, íå ïðèâåäåíî ïî ïðè÷èíå îãðàíè÷åííîñòè îáúåìà 

ñòàòüè. Âèä ýòîãî óðàâíåíèÿ àíàëîãè÷åí óðàâíåíèþ äëÿ îáîáùåííûõ 

êîîðäèíàò, îïèñûâàþùèõ èçãèáíûå êîëåáàíèÿ â ïëîñêîñòè ïàíåëè. 

Âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ (3) âåêòîðíûå è ìàòðè÷íûå 

êîýôôèöèåíòû, çàïèñàííûå â ñâÿçàííîé ñî ñòàíöèåé ñèñòåìå 

êîîðäèíàò, îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì 
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i

C
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�� � � �

$� �� � � 	 &� �� �(
, 

� � � � � �, , , ,
1

2
c c
i n i n i ci icQ Q mn T jk kj T� � � � ��	 	� � 	 , � � � �

1
c c
i i iG J nb� �� � , i iA J� �� ,  

� � � �1

2
c
i i ci icQ JT E jj kk T�

� �� � 	� �� �

�
, 

ãäå im , il  - ìàññà è äëèííà ñòåðæíÿ ñîîòâåòñòâåííî; iJ  - ìîìåíò 

èíåðöèè ñòåðæíÿ îòíîñèòåëüíî ïðîäîëüíîé îñè; ciT  - ìàòðèöà 

ïåðåõîäà îò ñèñòåìû êîîðäèíàò i i i iOx y z , ñâÿçàííîé ñ i -ì ñòåðæíåì ê 

ñèñòåìå c c c cO x y z ;  � �
1
c
ib , � �

2
c
ib , � �

3
c
ib  - âåêòîðû-ñòîëáöû  ìàòðèöû ciT ; � �

1
c
i�  -

ðàäèóñ-âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé öåíòð ìàññ ñòàíöèè ñ òî÷êîé êðåïëåíèÿ 
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ñòåðæíÿ; � �
2
c
i�  -ðàäèóñ-âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó êðåïëåíèÿ ñòåðæíÿ 

ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé ñòåðæíÿ. 

Ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ, èíòåãðèðîâàíèå ïî ìàññå 

çàìåíÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî áåçðàçìåðíîìó ïàðàìåòðó. 

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ 

� �
1

0

n s ds� � � � , � �
1

0

d s s ds� � � � , � � � �
1

0

n s s ds�� � �  � � , 

1

0 0

s

c d ds�� � �  !" "� � � , 
1

0 0

s

d s d ds�� � �  !" "� � � , � �
1

0

n Q s ds� �� �� , 

� � � �
1

0

n Q s Q s ds�� � �� �� , n n�� �� ��*� �� ,  

ãäå ��*  - ñèìâîë Êðîíåêåðà. 

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) ìîæåò áûòü óïðîùåíà. Äëÿ ýòîãî 

íåîáõîäèìî ïðåíåáðå÷ü ðÿäîì ÷ëåíîâ, âëèÿíèå êîòîðûõ íà äèíàìèêó 

íåçíà÷èòåëüíî. Òàê ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñìåùåíèåì öåíòðà ìàññ ïðè 

êîëåáàíèÿõ óïðóãèõ ýëåìåíòîâ. Ýòî ïðèâîäèò ê îáíóëåíèþ 

ñëåäóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ: � �c
ia � , � �

,
c
i na �	 , � �c

ia�� , � �
, ,
c
i n na � �	 	 . Â öåëîì ðÿäå 

ñëó÷àåâ ìîæíî íå ó÷èòûâàòü âëèÿíèå êîëåáàíèé óïðóãèõ ýëåìåíòîâ 

íà ìîìåíòû èíåðöèè ñèñòåìû. Òîãäà ðàâíû íóëþ êîýôôèöèåíòû � �c
i�� , 

� �
,
c
i n �	� , � �c

iQ�� , � �
, ,
c
i n nQ � �	 	 , � �

, ,
c
i nQ � �	 , � �

, ,
c
i nQ � �	 . 

Ìîæíî ïðåíåáðå÷ü â âûðàæåíèè (1) êâàäðàòè÷íîé 

ñîñòàâëÿþùåé, ó÷èòûâàþùåé ñìåùåíèå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ 

âäîëü ïðîäîëüíîé îñè ïðè èçãèáå. Â ýòîì ñëó÷àå ðàâíû íóëþ � �c
iG �� , 

� �
, ,
c
i n nG � �	 	 , � �

,
c
i nG � �	 , � �

, ,
c
i nG � �	 . 

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ñîîáðàæåíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) ïðèíèìàåò 

âèä  

� �, ,
1 1

N n

i i i n i n i i
i

J G q G q G r� � � � � �
�

� �� 	 	
� �

	 
 	 	 	

 �� � � �  

� �, ,
1 1

N n

i i i n i n i i
i

G q G q G r M J� � � � � �
�

� �	 	 � �
� �

	 	 � � 


 ��� �� ��  ,     (4) 

i i i iG A q Q� � � �� 	 �� �� , 

, , , ,i n i n i n i nG A q Q� � � ��	 	 	 		 �� �� ,  
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,i i i iG A r Q� � � �� � �� � �� ��  ,1 n� � , ,1i N�  

Äëÿ áîëåå òî÷íîãî ó÷åòà âëèÿíèÿ óïðóãèõ äåôîðìàöèé íà 

äèíàìèêó ÑÊÝÑ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä êîíå÷íûõ 

ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) [5]. Òàê â ðàáîòàõ [6-8] ðàññìîòðåíû âîïðîñû 

ïîëó÷åíèÿ è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè êîíñòðóêöèé, ñîñòîÿùèõ 

èç ñòåðæíåé, øàðíèðîâ è òî÷å÷íûõ ìàññ, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà 

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Òàêîé ïîäõîä ìîæåò èñïîëüçîâàí ïðè àíàëèçå 

äèíàìèêè ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèé êîñìè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ. 

Äëÿ èëëþñòðàöèè èñïîëüçîâàíèÿ ÌÊÝ ðàññìîòðèì ÑÊÝÑ, 

íåñóùóþ îäíó ÑÁ. Áóäåì èñïîëüçîâàòü øàðíèðíî-ñòåðæåâóþ ìîäåëü 

ÑÁ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 1. Ðàçîáüåì ñòåðæíåâóþ êîíñòðóêöèþ íà 

ýëåìåíòàðíûå ñòåðæíè. Ìåñòî æåñòêîãî ñîåäèíåíèÿ ñòåðæíåé áóäåì 

îáîçíà÷àòü îäíèì óçëîì, à ìåñòî øàðíèðíîãî ñîåäèíåíèÿ äâóìÿ 

óçëàìè ñ îäèíàêîâûìè êîîðäèíàòàìè. Ïðîíóìåðóåì ñîåäèíåíèÿ 

èíäåêñàìè + , êàæäîìó óçëó ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ïëîñêîñòè 1 1 1x O y  ñ 

êîîðäèíàòàìè ( ,1 1x y ). 

 
Ðèñóíîê 1 - Øàðíèðíî-ñòåðæåâàÿ ìîäåëü ÑÁ 

Ïðè ïîñòðîåíèè âåêòîðà ïåðåìåùåíèé u  ïðîèçâîëüíîé òî÷êè 

ïàíåëè áóäåì ó÷èòûâàòü ïîâîðîò ñå÷åíèé ñòåðæíåé ïðè èçãèáå è ïðè 

êðó÷åíèè âîêðóã ñâîåé îñè. Çà îáîáùåííûå êîîðäèíàòû + -ãî ñòåðæíÿ 

� �q t+  ïðèíèìàåì êîìïîíåíòû âåêòîðà-ñòîëáöà, çàâèñÿùèå òîëüêî îò 

âðåìåíè, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò óïðóãèå ïåðåìåùåíèÿ è óãëû 

ïîâîðîòà ñòåðæíåé: 

� � � � � � � � � � � � � � � � � �, , , , , , , , ,xg yg zg xg yg zg xh yh zhq v t v t v t p t p t p t v t v t v t+ �  

� � � � � �, ,
T

xh yh zhp t p t p t , 
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ãäå � � � � � � � � � � � �, ,xg h yg h zg hv t v t v t  - ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè â íàïðàâëåíèè îñåé 

1 1O x , 1 1O y , 1 1O z  ñîîòâåòñòâåííî; � � � � � � � � � � � �, ,xg h yg h zg hp t p t p t  - ïîâîðîò 

ýëåìåíòàðíîãî ó÷àñòêà ñòåðæíÿ â îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè 

îòíîñèòåëüíî îñåé 1 1O x , 1 1O y , 1 1O z  ñîîòâåòñòâåííî; g , h  - èíäåêñû, 

èñïîëüçóåìûå äëÿ îáîçíà÷àþùèå îäíîãî è äðóãîãî êîíöà ñòåðæíåé. 

Ïðèìåì, ÷òî ñòåðæíè èìåþò êâàäðàòíîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ñî 

ñòîðîíîé 2a . Äëÿ ñòåðæíåé, ïàðàëëåëüíûõ îñè 1 1O x  èõ ïîãîííàÿ 

ìàññà è äëèíà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî gm  è gl , à äëÿ ñòåðæíåé, 

ïàðàëëåëüíûõ îñè 1 1O y  - hm  è hl . 

Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ, îïðåäåëÿþùèõ êîýôôèöèåíòû 

óðàâíåíèÿ (1), èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî 

� � � � � �, , , , , ,
1 1

0 0m

a a a

g g g h h h

a a a

U x y z dm l d U x y z dy l d U x y z dx dz� ! � ,
� � �

� �
� 	� �

� �
� � � � � � , 

ãäå gl , g�  - äëèíà è ïîãîííàÿ ìàññà ñòåðæíåé, ðàñïîëîæåííûõ 

ïàðàëëåëüíî îñè 1 1O x ; hl , h�  - äëèíà è ïîãîííàÿ ìàññà ñòåðæíåé, 

ðàñïîëîæåííûõ ïàðàëëåëüíî îñè 1 1O y ; 1 gx l! � , 1 hy l, �  - 

áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû. 

Äëÿ ñòåðæíåé, ïàðàëëåëüíûõ îñè 1 1O x , ïîãîííàÿ ìàññà ðàâíà 

ñîîòâåòñòâåííî 24g gm a �� , à äëÿ ñòåðæíåé, ïàðàëëåëüíûõ îñè 1 1O y  - 

24h hm a �� . 

Â òàêîì ñëó÷àå âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ñòåðæíåé, 

ðàñïîëîæåííûõ ïàðàëëåëüíî 1 1O x , ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû 

ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

, ,1 2

Tg
g g xg x xa m l V J J+ � , � �, ,2 4 10

T
g

g g x x x g xgG m l J J J y V +
+ � � � ,  

� �, ,5 8 2 9 1

T
g

g g x xg x xg x xg x xg xm l J V J V J V J V J+ � + +
+� � � � � ,  

� �6 7p p xg xg x xA m l V V J J+ �
+� � 	 	 , 

� �
� � � �

� �

1 10 4

10 2

4 2 1

2

2 2 2

2 2 2

g x g xg x x

g
g g g xg x g g xp g x

x g x g x g g xg

y J y V J J

m l y V J x l V y J

J y J y J x l V

+

+
+

+

� 	 �

� � � 	 	

� 	 	

, 
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� � � �
� �
� �

6 7 9 1 8 2

9 1 7 5

8 2 5 6

2 2

2 2

2 2

x x xg x xg x xg x xg x

g
g g xg x xg x xg xg x x

xg x xg x x xg xg x

J J V J V J V J V J

Q m l V J V J V V J J

V J V J J V V J

+ � + �

+ � + �
+�

+ � + �

� �	 	 	
� �
� �� 	 	 �
� �
� �	 � 	� �

Âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí 1xJ , 2xJ ,…, 10xJ  èìåþò 

ñëåäóþùèé âèä: 

� �,1 0 5 6x yg yh g zg zhJ V V l P P+ + + +� �� 	 	 �� � , 

� �,2 0 5 6x yg yh g zg zhJ V V l P P+ + + +� �� 	 � �� � , …, 

� � � � � �, .10 0 5 3 10 7 10 0 5 5 3x yg g g yg g g zg g g gJ V x l V x l P l x l+ + +�� 	 	 	 	 	 ��  

� �3 5 3zh g g gP l x l+ �� 	 � . 

Çäåñü âåëè÷èíû ( )
( )xg hV + � , ( )

( )yg hV + � , ( )
( )zg hV + � , ( )

( )xg hP+ � , ( )
( )yg hP+ � , ( )

( )zg hP+ �  

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðåìåùåíèÿ è óãëû ïîâîðîòà ñòåðæíåé â óçëàõ 

êîíñòðóêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìàì åå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå âûðàæåíèÿ äëÿ âåëè÷èí 3xJ , 4xJ …, 9xJ , à 

òàêæå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñòåðæíåé, ïàðàëëåëüíûõ îñè 1 1O y , íå 

ïðèâåäåíû ïî ïðè÷èíå îãðàíè÷åííîñòè åå îáúåìà. 

Âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ñîñðåäîòî÷åííûõ ìàññ m
gm , 

ðàñïîëîæåííûõ â óçëàõ ñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè, îïðåäåëÿþòñÿ ñ 

èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèé 

, ,
Tg m

g xg yg zga m V V V+ � , , ,
Tg m

g g zg g zg g yg g xgG m y V x V x V y V+ � � � ,  

, ,
Tg m

g yg zg yg zg xg zg xg zg xg yg xg ygm V V V V V V V V V V V V�+� � � � � ,  

� �g m
g xg xg yg yg zg zgA m V V V V V V+� � 	 	 , 

� �
� �

� �1

2 2

2 2

2 2 2

g yg g yg g xg g zg

g m
g g yg g xg g xg g zg

g zg g zg g x g g xg

y V x V y V x V

m x V y V x V y V

x V y V y J x l v

+

� 	 �

� � � 	

� 	 	

. 

Ñóììèðóÿ íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû äëÿ ñòåðæíåé, 

ðàñïîëîæåííûõ ïàðàëëåëüíî îñÿì 1 1O x  è 1 1O y , à òàê æå äëÿ 

ñîñðåäîòî÷åííûõ ìàññ, ïîëó÷àåì êîýôôèöèåíòû äëÿ âñåé ïàíåëè ÑÁ â 

ïðîåêöèÿõ íà îñè ñèñòåìû 1 1 1 1O x y z . 
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Ðåäóêöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ïîñêîëüêó ïðàêòè÷åñêè 

î÷åíü òðóäíî, à ïîðîé è íåâîçìîæíî ñîçäàâàòü ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ 

äëÿ îáúåêòîâ, âåêòîð ñîñòîÿíèÿ êîòîðûõ èìååò íåñêîëüêî äåñÿòêîâ 

ïåðåìåííûõ, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ðàçìåðíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîé 

ìîäåëè óïðóãîé ÑÊÝÑ áóäåò èçëèøíå âûñîêîé. Òàê, íàïðèìåð, 

ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé äèíàìèêè ÑÊÝÑ ïðè èñïîëüçîâàíèè 

ïðåäñòàâëåíèÿ åãî óïðóãèõ ýëåìåíòîâ â âèäå ñòåðæíåé îïðåäåëÿåòñÿ 

âûðàæåíèåì 

� �1 2 32 3Ï N n n n� 	 	 	 ,        (5) 

ãäå N  - ÷èñëî óïðóãèõ ýëåìåíòîâ; 1n , 2n  - ÷èñëî ó÷èòûâàåìûõ ôîðì 

èçãèáíûõ êîëåáàíèé â ïëîñêîñòè è èç ïëîñêîñòè óïðóãîãî ýëåìåíòà; 

3n  - ÷èñëî ó÷èòûâàåìûõ ôîðì êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé óïðóãîãî 

ýëåìåíòà. 

Ïî àíàëîãè÷íîé ôîðìóëå ìîæåò áûòü íàéäåí ïîðÿäîê ñèñòåìû 

óðàâíåíèé è ïðè èñïîëüçîâàíèè ÌÊÝ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè 

èñïîëüçîâàíèè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà óçëîâûõ òî÷åê ðàçìåðíîñòü 

ñòàíîâèòüñÿ ÷ðåçâû÷àéíî áîëüøîé. 

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàçìåðíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñëèøêîì 

âåëèêà è ýòî âûçûâàåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè ïðè åå 

èñïîëüçîâàíèè, öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü ìåòîäû ïîíèæåíèÿ åå 

ðàçìåðíîñòè. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà 

èñõîäíîé ñèñòåìû. Â ðàáîòå [9] ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíåíèå 

àãðåãèðîâàíèÿ ïåðåìåííûõ. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû 

÷àñòåé êîíñòðóêöèè ñîâïàäàþò, îáîáùåííûå êîîðäèíàòû, 

ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ÷àñòîòàì, ìîæíî óñðåäíèòü è, òàêèì îáðàçîì, 

óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. 

Ïðîèëëþñòðèðóåì âîçìîæíîñòü àãðåãèðîâàíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ 

ñëó÷àÿ, êîãäà íà ÑÊÝÑ óñòàíîâëåíî N  îäèíàêîâûõ óïðóãèõ 

ýëåìåíòîâ. Âåäåì íîâûå ïåðåìåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

1
1

N
x
i i x

i

G q q� � �
�

�
 , 2
1

N
x
i i x

i

G p p� � �
�

�
 , 3
1

N
x
i i x

i

G r r� � �
�

�
 , 

1
1

N
y
i i y

i

G q q� � �
�

�
 , 2
1

N
y
i i y

i

G p p� � �
�

�
 , 3
1

N
y
i i y

i

G r r� � �
�

�
 , 

1
1

N
z
i i z

i

G q q� � �
�

�
 , 2
1

N
z
i i z

i

G p p� � �
�

�
 , 3
1

N
z
i i z

i

G r r� � �
�

�
 . 
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Çäåñü � � , ,1 1 1 1
c x y z
i i i iG G G G� � � �� , � � , ,2 2 2 2

c x y z
i i i iG G G G� � � �� , 

� � , ,3 3 3 3
c x y z
i i i iG G G G� � � ��  - êîýôôèöèåíòû ñèñòåìà óðàâíåíèé (4) â 

ïðîåêöèÿõ íà îñè ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò; ip �  - îáîáùåííàÿ 

êîîðäèíàòà, õàðàêòåðèçóþùàÿ îòêëîíåíèÿ èç ïëîñêîñòè óïðóãîãî 

ýëåìåíòà. 

Ïóòåì ââåäåíèÿ óêàçàííûõ íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà 

óðàâíåíèé (4) ìîæåò áûòü ìîäèôèöèðîâàíà òàêèì îáðàçîì: 

� � � �
1 1

n n

J q p r q p r M J� � � � � �
� �

� � � �� � �
� �

	 
 	 	 	 	 	 � � 

 
� � � � �� �� �� , 

1 1 1 0G q q c q� � � � � �� -	 	 	 �� �� � , 

2 2 2 0G p p c p� � � � � �� -	 	 	 �� �� � ,  

3 3 3 0G r r c r� � � � � �� -	 	 	 �� �� � , ,1 n� � ,  

ãäå , ,
T

x y zq q q q� � � �� ; , ,
T

x y zp p p p� � � �� ; , ,
T

x y zr r r r� � � �� ; 1G � , 2G � 3G �  - 

òåíçîðíûå êîýôôèöèåíòû. 

Ïîðÿäîê òàêîé ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî 

ñëåäóþùåé ôîðìóëå:  

� �1 2 36 3ìÏ n n n� 	 	 	 .        (6) 

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (5) è (6) ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ÷åì 

âûøå N  òåì ýôôåêòèâíåå òàêîé ïîäõîä ïðè ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè. 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ââåäåíèå íîâûõ êîîðäèíàò çàòðóäíÿåò 

àíàëèç äâèæåíèÿ óïðóãèõ ýëåìåíòîâ. Îäíàêî, íà ïðàêòèêå áîëüøèé 

èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âëèÿíèå êîëåáàíèé óïðóãèõ ýëåìåíòîâ íà 

äèíàìèêó ÑÊÝÑ, à íå íàîáîðîò.  

Îïðåäåëåíèÿ óïðóãèõ è äèññèïàòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ÑÊÝÑ. Â 

ðàáîòå [10] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî îáåñïå÷åíèå ñòàáèëèçàöèè âñåõ óïðóãèõ 

ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ ïðîáëåìó. 

Êðîìå òîãî èçâåñòíî, ÷òî óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ ðàáîòà, à èíîãäà è 

óñòîé÷èâîñòü àêòèâíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ êîíå÷íîé øèðèíîé 

ïîëîñû ÷àñòîò, çàâèñÿò îò äåìïôèðîâàíèÿ. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ 

óêàçûâàþò íà íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ áîëåå òùàòåëüíîãî 

ó÷åòà äåìïôèðîâàíèÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ÑÊÝÑ. 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèññèïàòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ðàçëè÷íûõ 

ìåõàíè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé, â òîì ÷èñëå è êîíñòðóêöèé êîñìè÷åñêîãî 

ïðèìåíåíèÿ, øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ 
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[11]. Íî ïðèìåíåíèå òàêîãî ïîäõîäà äëÿ ÑÊÝÑ â âèäó èõ áîëüøèõ 

ðàçìåðîâ çàòðóäíèòåëüíî. Äëÿ îöåíêè óðîâíåé äåìïôèðîâàíèÿ, 

êîòîðûå ìîæíî îæèäàòü ïðè ðåàëèçàöèè ÑÊÝÑ, ìîæåò áûòü 

èñïîëüçîâàí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà àíàëèçå òåõ èçìåíåíèé 

êîýôôèöèåíòîâ äåìïôèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ôîðì ñîáñòâåííûõ 

êîëåáàíèé, êîòîðûå äîëæíû íàáëþäàòüñÿ â ðåçóëüòàòå èçìåíåíèÿ 

õàðàêòåðíîãî ìàñøòàáà äëèíû â ñåðèè ãåîìåòðè÷åñêè ïîäîáíûõ 

êîíñòðóêöèé èç îäíîãî ìàòåðèàëà. Îäíàêî ýôôåêò âëèÿíèÿ 

ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà íà äåêðåìåíò êîëåáàíèé åùå èçó÷åí 

íåäîñòàòî÷íî. Ïîýòîìó îñîáîå âíèìàíèå äîëæíî óäåëÿòüñÿ ðàñ÷åòíûì 

ìåòîäàì îïðåäåëåíèÿ è óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ êîíñòðóêöèè ÑÊÝÑ. Â 

ðàáîòå [12] èçëîæåíà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû äèññèïàöèè ïðè 

àíàëèçå äèíàìèêè êîíñòðóêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ 

ýëåìåíòîâ. Îäíàêî äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòîâåðíûõ ðåçóëüòàòîâ 

öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè. 

Íà ïðàêòèêå èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè è 

äèññèïàöèè êîíñòðóêöèè ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì 

ñëåäóþùåãî ïîäõîäà. Ïóñòü íåïðåðûâíûé èäåíòèôèöèðóåìûé îáúåêò 

îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáùèì óðàâíåíèåì: 

� �, , ,X f X U G t�� ,         (7) 

ãäå X  - âåêòîð ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà; U  - âåêòîð óïðàâëåíèÿ; G  - 

âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç íåèçâåñòíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö æåñòêîñòè è 

äèññèïàöèè. 

Óñëîâèÿ íàáëþäåíèÿ ïðåäñòàâèì â âèäå  

� �, ,Z H X U t� .         (8) 

Õàðàêòåðèñòèêè íàñòðàèâàåìîé ìîäåëè è óñëîâèÿ åå 

íàáëþäåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷íû îò õàðàêòåðèñòèê è ôóíêöèè 

íàáëþäåíèÿ îáúåêòà 

� �, , ,M M MX f X U G t�� ,        (9) 

� �, ,M MZ H X U t� .         (10) 

Çäåñü è äàëåå èíäåêñîì M  îáîçíà÷åíû ïàðàìåòðû, 

ñîîòâåòñòâóþùèå íàñòðàèâàåìîé ìîäåëè. 

Çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê óïðàâëåíèå 

âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ ìîäåëè MG , îáåñïå÷èâàþùåå äîñòàòî÷íî ìàëóþ 

íîðìó íåâÿçêè 
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MZ Z Z. � �  

â çàäàííîé îáëàñòè óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé � �U t . Ôóíêöèþ öåëè 

óïðàâëåíèÿ ïàðàìåòðàìè çàäàäèì â âèäå 
2

3
MQ Z Z� � . 

Àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ ïàðàìåòðàìè ìîæåò áûòü îñíîâàí íà 

ãðàäèåíòíîì ìåòîäå. Èäåÿ ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: 

ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ íàñòðàèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ 

ïðîïîðöèîíàëüíîé ãðàäèåíòó öåëåâîé ôóíêöèè 

3 3

T M
M

M M M M

Q Q H X
G K K

G Z X G

� �/ / / /� �� � � � � �� �/ / / /� � � �
� ,     (11) 

ãäå K  - ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ, âûáèðàåìàÿ èç óñëîâèÿ 

îáåñïå÷åíèÿ ñõîäèìîñòè ïðîöåññà íàñòðîéêè; 
M

M
aM

X
X

G

/
�

/
 - ìàòðèöà 

÷óâñòâèòåëüíîñòè. 

Ìàòðèöà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì 

óðàâíåíèÿ (9) ïî MG  
M M M M

M M M

d X f X f

dt G X G G

/ / / /
� 	

/ / / /
.        (12) 

Ñ ó÷åòîì çàäàííîãî óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ � �U U t�  

çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñîñòîèò èç âûðàæåíèé (7)-(10), 

àëãîðèòìà íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ (11) è ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (12). 

Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ óñòîé÷èâîñòè îáúåêòà ïðîáëåìà çàäàíèÿ 

íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ M
aX  ðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäàþòñÿ 

îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è èíòåãðèðóåòñÿ 

òîëüêî îäíî óðàâíåíèå (12) äî äîñòèæåíèÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåæèìà. 

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå è ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî 

äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âñåé çàìêíóòîé ñèñòåìû (7)-(12). 

Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì, ïîëó÷åííûé ãðàäèåíòíûì ìåòîäîì ïðè 

ëîêàëüíîé öåëåâîé ôóíêöèè, ìîæíî ñ÷èòàòü îïòèìàëüíûì ëèøü 

óñëîâíî. Îïòèìèçàöèÿ ïî ëîêàëüíîìó êðèòåðèþ ýêâèâàëåíòíà 

ñòðåìëåíèþ ê íàèëó÷øåìó â êàæäûé òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Õîòÿ 

òàêîé ïîäõîä äàåò îïòèìàëüíûå ðåçóëüòàòû, îí îòëè÷àåòñÿ îò 

îïòèìàëüíîãî ïî èíòåãðàëüíîìó êðèòåðèþ. 

Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ñòàòüå îáîçíà÷åíû íàèáîëåå 

âàæíûå çàäà÷è, êîòîðûå íåîáõîäèìî áóäåò ðåøàòü ïðè ñîçäàíèè 
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ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ îðèåíòàöèåé ÑÊÝÑ. Äëÿ òàêèõ çàäà÷, êàê 

ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå óïðóãèõ ÑÊÝÑ, ðåäóêöèÿ ðàçìåðíîñòè 

óðàâíåíèé äèíàìèêè ñòàíöèè, îöåíêà äèññèïàòèâíûõ è óïðóãèõ 

õàðàêòåðèñòèê åå êîíñòðóêöèè â îáçîðíîì ñòèëå ïðåäñòàâëåíî 

ìåòîäè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå, êîòîðîå ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé ïðè 

ñîçäàíèè àëãîðèòìè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ 

îðèåíòàöèåé ÑÊÝÑ. Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ óïðóãèõ è äèññèïàòèâíûõ 

ïàðàìåòðîâ íà óñòîé÷èâîñòü îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, âîïðîñû 

íàáëþäàåìîñòè è óïðàâëÿåìîñòè ïðè íåïîëíîì âåêòîðå ñîñòîÿíèÿ, à 

òàêæå ñèíòåç àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ îðèåíòàöèåé ýëåêòðîñòàíöèè 

ðîáàñòíûõ ïî îòíîøåíèþ ê ðÿäó íåîïðåäåëåííîñòåé áóäóò 

ðàññìîòðåíû âî âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè.  
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