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Âñòóï 

Çàäà÷à áóëüîâîãî ïðîãðàìóâàííÿ ìàº âåëèêå ïðàêòè÷íå 

çíà÷åííÿ òà øèðîêó îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ. Ó çàãàëüíîìó âèãëÿä³ 

çàäà÷à áóëüîâîãî ïðîãðàìóâàííÿ º NP-ïîâíîþ [1]. Åôåêòèâí³ 

àëãîðèòìè ðîçâ’ÿçàííÿ òàêèõ çàäà÷ áåç îáìåæåíü íà íåð³âíîñò³ òà 

ö³ëüîâó ôóíêö³þ, íàïðèêëàä, àäèòèâíèé àëãîðèòì, çà ïðèéíÿòíèé 

÷àñ äîçâîëÿþòü ðîçâ’ÿçóâàòè çàäà÷³ ðîçì³ðíîñò³ ó äåñÿòêè çì³ííèõ.  

Ïðîòå ó âèïàäêó, ÿêùî îáìåæåííÿ òà ö³ëüîâà ôóíêö³¿ ìàþòü 

ïåâíèé õàðàêòåð, òî ìîæëèâî çàïðîïîíóâàòè òàêèé àëãîðèòì 

ðîçâ’ÿçàííÿ ÿêèé áóäå åôåêòèâíî ïðàöþâàòè íà âõ³äíèõ äàíèõ çíà÷íî 

á³ëüøî¿ ðîçì³ðíîñò³. 

Ó ñòàòò³ íàâîäèòüñÿ ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü çàäà÷³ âèáîðó 

îïòèìàëüíî¿ ôóíêö³îíàëüíî¿ êîíô³ãóðàö³¿ ñèñòåì êëàñó ERP/MRP ç 

â³äíîøåííÿì çàì³ùåííÿ íà àöèêë³÷íîìó îðãðàô³. Äëÿ ìîäåëåé ç 

áåçàëüòåðíàòèâíèì çàáåçïå÷åííÿì [2,3] òà ç àëüòåðíàòèâíèì 

çàáåçïå÷åííÿì íàâîäÿòüñÿ ïîñòàíîâêè ó âèãëÿä³ çàäà÷ áóëüîâîãî 

ïðîãðàìóâàííÿ ç îáìåæåííÿìè îñîáëèâîãî âèãëÿäó. 

ßê ïîêàçàíî â [2,3] àëãîðèòì ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ áåç 

àëüòåðíàòèâ ïðàöþº çà ïîë³íîì³àëüíèé ÷àñ, à îòæå ³ åêâ³âàëåíòíà ¿é 

çàäà÷à áóëüîâîãî ïðîãðàìóâàííÿ ðîçâ’ÿçóºòüñÿ çà ïîë³íîì³àëüíèé ÷àñ.  

Äëÿ çàäà÷³ ç çàì³ùåííÿìè íà äâîøàðîâîìó îðãðàô³  àëãîðèòì 

ðîçâ’ÿçàííÿ ó âèãëÿäó êîìá³íîâàíîãî ìåòîäó «ãåíåòè÷íèé àëãîðèòì-

ðåäóêö³ÿ» º íàáëèæåíèì [4] ³, ÿê ïîêàçàíî îá÷èñëþâàëüíèì 

åêñïåðèìåíòîì, ïðàöþº åôåêòèâíî íà ðîçì³ííîñòÿõ 310  åëåìåíò³â [5].  
Ïîñòàíîâêà çàäà÷³ ó ìîäåë³ ç â³äíîøåííÿì çàì³ùåííÿ 

Ðîçøèðèìî ìîäåëü ç áåçàëüòåðíàòèâíèì çàáåçïå÷åííÿì 

íàñòóïíèì ÷èíîì. 
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Âèçíà÷åííÿ 1. Â³äíîøåííÿì çàì³ùåííÿ íàçèâàºòüñÿ á³íàðíå 

â³äíîøåííÿ �  íà ìíîæèí³ ( )� �  (ìíîæèí³ âñ³õ ï³äìíîæèí � ) ³ 

ïîçíà÷àºòüñÿ ÿê �A B  (÷èòàºòüñÿ « A  çàì³ùóºB »), äå , � �A B , äëÿ 

ÿêîãî âèêîíóºòüñÿ: 

1. :� � �� �j jB B A B A B  - ìíîæèíà A , ùî çàì³ùóº ìíîæèíó B , 

çàì³ùóº ³ âñ³ ¿¿ ï³äìíîæèíè; 

2. 1 2 1 2, �� � � �A B A B A B B  - ìíîæèíà A , ùî çàì³ùóº ìíîæèíè 

1B  òà 2B  â îêðåìîñò³, çàì³ùóº ³ ¿õ îá’ºäíàííÿ; 

3. ,� �� �A C A B C B  - ìíîæèíà C , ùî âêëþ÷àº â ñåáå 

ìíîæèíó A , ÿêà çàì³ùóº ìíîæèíó B  òàêîæ çàì³ùóº ìíîæèíó B ; 

4. , �� � �A B B C A C  - òðàíçèòèâí³ñòü;  

5. �A A  - ðåôëåêñèâí³ñòü; 

6. � 	 
 �
�A A  - ïóñòà ìíîæèíà íå ìîæå çàì³ùàòè íåïóñòó 

ìíîæèíó;  

7. , ( ) ( )�� � � � �A B B C D A C D  - çàì³ùåííÿ çàì³ùåííÿ. 

Ââåäåìî íàñòóïí³ ïîçíà÷åííÿ: 
# { | , }� 
 �� �A b b A b – ìíîæèíà âñ³õ åëåìåíò³â, ùî çàì³ùóþòüñÿ 

ìíîæèíîþ A ;  
# # /�
A A A – ìíîæèíà âñ³õ åëåìåíò³â, ùî çàì³ùóþòüñÿ A  çà 

âèêëþ÷åííÿì åëåìåíò³â ç A . 

Íàäàë³ áóäóòü êîðèñíèìè äåÿê³ âëàñòèâîñò³ â³äíîøåííÿ 

çàì³ùåííÿ.  

Òâåðäæåííÿ 1.  

(à) #: �� � � ��B A B B A  

(á) #, :� � 
 
 � �� �B B A A B B A  

(â) #��A A  

(ã) , ( ) ( )� � �� � �A X B Y A B X Y  

(ä) ## 
 
A  

Äîâåäåííÿ: 

(à) # #, , ;� �� � � � � � � � �� �A B b B A b b B b A B A  

 

(á) 
#

# # # #

, ;
, / ,

�

� �

� � 
 
 � �

� 
 � �

�
�

B A B B A
B A A A A B A B A
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(â) #�� ��A A A A ; 

 

(ã) 

;
;

( ) ( ) ( )

� �
� �

� � � � �

� �
� �

� � � �

A X A B X
B Y A B Y
A B X A B Y A B X Y

 

 

(ä) 

# # ## ##

## # # # # ##

## # ## ##

, ;
( ) / ;

, ;

�

�


 � 
 


� 
 


� � �
�

� �

A A A A A A
A A A A A
A A A A A

 

Âèçíà÷åííÿ 2. Òð³éêó , ,� � �� �  áóäåìî íàçèâàòè 

êîíñòðóêòèâíèì ð³çíîìàí³òòÿì (ÊÐ) ñèñòåì ó ìîäåë³ ç â³äíîøåííÿ 

çàì³ùåííÿ. Ïðè÷îìó äëÿ â³äíîøåííÿ çàì³ùåííÿ òà â³äíîøåííÿ 

çàáåçïå÷åííÿ ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ àêñ³îìà óçãîäæåíîñò³ ÊÐ: 

� �� o oA B B A          (A1) 

Âèçíà÷åííÿ 3. Óçãîäæåíîþ ñèñòåìîþ ó ìîäåë³ ç â³äíîøåííÿ 

çàì³ùåííÿ íàçèâàºòüñÿ äåÿêà ìíîæèíà � �J , äëÿ ÿêî¿ âèêîíóþòüñÿ 

àêñ³îìè óçãîäæåíîñò³: 
#� ��oJ J           (A2) 

* * #: , , ( )� � 	 
 � � � � 	 
� �j J j J A J j A A J     (A3) 

àáî, ùî, ç âðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé çàì³ùåííÿ, òåæ ñàìå: 
* #: , , ( )�� � � � � 	 
�j J A J j A A J       (À4) 

A2 çàïåðå÷óº â³äñóòí³ñòü õî÷à á îäíîãî åëåìåíòà, ùî çàáåçïå÷óº, 

òîáòî ïðèñóòí³ âñ³ íåîáõ³äí³ åëåìåíòè ç âðàõóâàííÿì â³äíîøåííÿ 

çàì³ùåííÿ; 

À3 çàïåðå÷óº â³äñóòí³ñòü åëåìåíòà ç *�  õî÷à á äëÿ îäíîãî 

åëåìåíòà çàáåçïå÷åííÿ, òîáòî â ñèñòåì³ â³äñóòí³ çàéâ³ åëåìåíòè.  

Òîé ôàêò, ùî J  º óçãîäæåíîþ ñèñòåìîþ â ÊÐ , ,� � �� �  áóäåìî 

òàêîæ ïîçíà÷àòè 2,3A (J ,K)  ÿêùî â êîíòåêñò³ ìîâà éäå ïðî ð³çíå ÊÐ. Â 

³íøèõ âèïàäêàõ ïîçíà÷åííÿ áóäå ìàòè âèãëÿä 2,3A (J)  

Âèçíà÷åííÿ 4. Åôåêòèâíîþ ñèñòåìîþ áóäåìî íàçèâàòè òàêó 

óçãîäæåíó ñèñòåìó S, âàðò³ñíà îö³íêà ÿêî¿ ïîçèòèâíà ( ( ) 0�E S ) 

Âèçíà÷åííÿ 5. Îïòèìàëüíîþ ñèñòåìîþ íàçâåìî òàêó óçãîäæåíó 

ñèñòåìó, äëÿ ÿêî¿  âèêîíóþòüñÿ íàñòóïí³ àêñ³îìè: 

( ) ( )� ��I J E I E J         (A5) 

1,2( { : ( )})( )�� � � � � � �optI J J A J I J       (A6) 
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Òóò:  

: ( )� � �E R  – âàðò³ñíà ôóíêö³ÿ, ùî êîæí³é ï³äìíîæèí³ 

ìíîæèíè  � ñòàâèòü ó â³äïîâ³äí³ñòü ä³éñíå ÷èñëî ³ îá÷èñëþºòüñÿ çà 

ôîðìóëîþ ( )
�


 � j
j J

E J w  ïðè÷îìó âèêîíóºòüñÿ * : 0� � � �jj w  òà 

: 0� �� �o
jj w . 

�opt  – ìíîæèíà îïòèìàëüíèõ ñèñòåì, ÿê³ ìîæíà ïîáóäóâàòè â 

ÊÐ ,
 � � �K � . 

�I J  ïîçíà÷àº òîé ôàêò, ùî ìíîæèíà I  íå óñòóïàº ïî 

åôåêòèâíîñò³ ìíîæèí³ J . Ëåãêî ïîì³òèòè, ùî îïòèìàëüíà ñèñòåìà 

åôåêòèâíà, àëå íå íàâïàêè. Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ³íôîðìàö³éíî-

âàðò³ñíîãî àíàë³çó ïîëÿãàº â ïîáóäîâ³ �opt   äëÿ <�, �>, àáî äåÿêîãî 

1� ��opt . 

Åêâ³âàëåíòí³ñòü çàäà÷ âèáîðó îïòèìàëüíî¿ ôóíêö³îíàëüíî¿ 

êîíô³ãóðàö³¿ òà çàäà÷ áóëüîâîãî ïðîãðàìóâàííÿ 

Çàäà÷à áóëåâà ïðîãðàìóâàííÿ ó êëàñè÷íîìó âèãëÿä³ [1] ìàº 

íàñòóïíèé âèãëÿä: 

1
max




��
n

j j
i
c x          (1) 

1
, 1,




� 
�
m

ij j i
j
a x b i m          (2) 

{0,1}, 1,� 
jx j n          (3) 

Çâåäåííÿ äî íå¿ çàäà÷³ ç áåçàëüòåðíàòèâíèì çàáåçïå÷åííÿì [2,3] 

âèãëÿäàº íàñòóïíèì ÷èíîì: 


 �n  

jc  - âàðò³ñòü åëåìåíòó ��j  ç îáìåæåííÿìè íàêëàäåíèìè íà 

ö³ëüîâó ôóíêö³þ ó ïîïåðåäí³õ ï³äðîç³ëàõ. 

jx  - îçíàêà ÷è âêëþ÷àºòüñÿ åëåìåíò ��j  äî îïòèìàëüíîãî 

ð³øåííÿ çàäà÷³. ßêùî 1
jx  åëåìåíò ��j  - âêëþ÷àºòüñÿ, ÿêùî 0
jx  - 

íå âêëþ÷àºòüñÿ. 

Íåð³âíîñò³ (2)  âèãëÿäàþòü íàñòóïíèì ÷èíîì: 

1 21 2( , ) ,� � �j jj j x x�         (4) 

òîáòî 
m � , àáî, ùî òåæ ñàìå: 

, *
�

� �� � �
o

o
j i

i J

j J x x         (5) 
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òîáòî 
 �m . 

ßê ñòðîãî äîâåäåíî ó [2;3], çàäà÷à ç îáìåæåííÿìè òàêîãî 

õàðàêòåðó ìîæå áóòè ðîçâ’ÿçàíà çà ïîë³íîì³àëüíèé ÷àñ. 

Ðîçãëÿíåìî çâåäåííÿ çàäà÷³ ç â³äíîøåííÿì çàì³ùåííÿ äî çàäà÷³ 

áóëüîâîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Ïðîâåäåìî çâåäåííÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: 

Ïîçíà÷èìî {( , ) | , , , , : }� 
 � � �� � �� �� �A j A j j A A j B A B j  - 

ìíîæèíà òàêèõ ïàð âèãëÿäó «ìíîæèíà-åëåìåíò ùî ìîæå áóòè 

çàì³ùåíèé ö³ºþ ìíîæèíîþ», ïðè ÿêèõ ìíîæèíà-çàì³ñòíèê º 

ì³í³ìàëüíîþ òà íå ð³âíà ñàìîìó åëåìåíòó. 

Êîæí³é ïàð³ ( , )��A j  ïîñòàâèìî ó â³äïîâ³äí³ñòü çì³ííó  ( , )A jx  - 

îçíàêà «ñïðàöþâàííÿ» çàì³ùåííÿ åëåìåíòó j  ìíîæèíîþ A  ó 

îïòèìàëüíîìó ð³øåíí³. ßêùî 1 – ââàæàºòüñÿ, ùî çàì³ùåííÿ 

«ñïðàöþâàëî», ÿêùî 0 - «íå ñïðàöþâàëî». 

Êîæí³é ïàð³ ( , )��A j  â³äïîâ³äàº çíà÷åííÿ âàðò³ñíî¿ ôóíêö³¿ 

( , ) 0
A jc . 


 � � �n  

jc  - âàðò³ñòü åëåìåíòó ��j  ç îáìåæåííÿìè íàêëàäåíèìè íà 

ö³ëüîâó ôóíêö³þ ó ïîïåðåäí³õ ãëàâàõ. 

jx - îçíàêà ÷è âêëþ÷àºòüñÿ åëåìåíò ��j  äî îïòèìàëüíîãî 

ð³øåííÿ çàäà÷³. ßêùî 1
jx  åëåìåíò ��j  - âêëþ÷àºòüñÿ, ÿêùî 0
jx  - 

íå âêëþ÷àºòüñÿ. 

Òîä³ íåð³âíîñò³ (2) âèãëÿäàþòü íàñòóïíèì ÷èíîì: 

( , )( , ) , :� �� � � �A j aA j a A x x        (6) 

( , ), :� �� � � � �o
i j A j

A
i j i x x x        (7) 

Ðîçãëÿíåìî çâåäåííÿ çàäà÷³ ç àëüòåðíàòèâíèì çàáåçïå÷åííÿì äî 

çàäà÷³ áóëåâà ïðîãðàìóâàííÿ. Ïðîâåäåìî çâåäåííÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: 

Ïîçíà÷èìî 1{( , ) | ( , , ) }� 
 �j c j j c �  - ìíîæèíó âñ³õ ïàð âèãëÿäó 

«âåðøèíà-âàð³àíò ¿¿ çàáåçïå÷åííÿ».  

Êîæí³é ïàð³ ( , )� �j c  ïîñòàâèìî ó â³äïîâ³äí³ñòü çì³ííó  ( , )j cx  - 

îçíàêà âèáîðó äî îïòèìàëüíîãî ð³øåííÿ âàð³àíòó ðåàë³çàö³¿ c  
åëåìåíòó j . 

Êîæí³é ïàð³ ( , )� �j c  â³äïîâ³äàº çíà÷åííÿ âàðò³ñíî¿ ôóíêö³¿ 

( , ) 0
j cc . 
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 � � �n  

jc  - âàðò³ñòü åëåìåíòó ��j  ç îáìåæåííÿìè íàêëàäåíèìè íà 

ö³ëüîâó ôóíêö³þ ó ïîïåðåäí³õ ãëàâàõ. 

jx - îçíàêà ÷è âêëþ÷àºòüñÿ åëåìåíò ��j  äî îïòèìàëüíîãî 

ð³øåííÿ çàäà÷³. ßêùî 1
jx  åëåìåíò ��j  - âêëþ÷àºòüñÿ, ÿêùî 0
jx  - 

íå âêëþ÷àºòüñÿ. 

Òîä³ íåð³âíîñò³ (2) âèãëÿäàþòü íàñòóïíèì ÷èíîì: 

( , )
,( , )

, ( , ) :
��

� � � � �j j c
c j c

j j c x x        (8) 

11 ( , )( , , ) :� � �j c jj j c x x�         (9) 

àáî, ùî òåæ ñàìå: 

( , )( , ) : .� � � � � oc
oc

j c j
j c j x x        (10) 

Âèñíîâêè 

Ó ñòàòò³ íàâåäåíî ìîäåëü çàäà÷³ âèáîðó îïòèìàëüíî¿ 

ôóíêö³îíàëüíî¿  êîíô³ãóðàö³¿ ñèñòåì êëàñó ERP/MRP ç â³äíîøåííÿì 

çàì³ùåííÿìè íà àöèêë³÷íîìó îðãðàô³. Ïîêàçàíî åêâ³âàëåíòí³ñòü 

ìîäåëåé áåç àëüòåðíàòèâ, ç àëüòåðíàòèâíèì çàáåçïå÷åííÿì, 

â³äíîøåííÿì çàì³ùåííÿ òà çàäà÷ áóëüîâîãî ïðîãðàìóâàííÿ ç 

îáìåæåííÿìè òà ö³ëüîâîþ ôóíêö³ºþ îñîáëèâîãî âèãëÿäó.  

Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ìàþòü âåëèêå ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ 

îñê³ëüêè äîçâîëÿþòü ðîçâ’ÿçóâàòè çàäà÷³ áóëüîâîãî ïðîãðàìóâàííÿ ç 

îáìåæåííÿìè òà ö³ëüîâîþ ôóíêö³ºþ îñîáëèâîãî âèãëÿäó çíà÷íî 

á³ëüøî¿ ðîçì³ðíîñò³, í³æ ïðè çàñòîñóâàíí³ êëàñè÷íèõ àëãîðèòì³â. Òàê 

äëÿ àäèòèâíîãî àëãîðèòìó ðîçì³ðí³ñòü âõ³äíèõ äàíèõ ïðè ÿêèõ 

àëãîðèòì ïðàöþº çà ïðèéíÿòíèé ÷àñ ñêëàäàº äî 210  â òîé ÷àñ ÿê äëÿ 

çàäà÷³ áóëüîâîãî ïðîãðàìóâàííÿ åêâ³âàëåíòí³é çàäà÷³ âèáîðó 

îïòèìàëüíî¿ ôóíêö³îíàëüíî¿ êîíô³ãóðàö³¿ áåç àëüòåðíàòèâ 410  ç 

òî÷íèì ðîçâ’ÿçêîì, à äëÿ çàäà÷³ áóëüîâîãî ïðîãðàìóâàííÿ 

åêâ³âàëåíòí³é çàäà÷³ âèáîðó îïòèìàëüíî¿ ôóíêö³îíàëüíî¿ 

êîíô³ãóðàö³¿ ç àëüòåðíàòèâíèì çàáåçïå÷åííÿì òà ìíîæèííèìè 

çàì³ùåííÿìè 310  ç ðîçâ’ÿçêîì  îòðèìàíèì íàáëèæåíèì êîìá³íîâàíèì 

àëãîðèòìîì ìåòîäîì âèãëÿäó «ãåíåòè÷íèé àëãîðèòì ðåäóêö³ÿ». 
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