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Ââåäåíèå. Íåîñëàáåâàþùèé èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ 

êëàññè÷åñêèõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì è èõ ìîäåëåé ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî 

íàáëþäàåìûå äâèæåíèÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì ïðîèñõîäÿò â îãðàíè÷åííîì 

ïðîñòðàíñòâå è, ïîýòîìó, äëÿ áîëüøèõ èíòåðâàëîâ íàáëþäåíèÿ 

ïðîÿâëÿþò ïîâòîðÿåìîñòü.  

Íàïðèìåð, ìåòîä ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè îïèñûâàåò 

ïðîòÿæåííîñòü ñâÿçè ìåæäó àòîìàìè â ìîëåêóëÿðíûõ îáðàçîâàíèÿõ 

óðàâíåíèåì ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, òàê êàê, íàíîìåòðîâûé 

ìàñøòàá è äëèòåëüíîñòè â äåñÿòêè è ñîòíè ôåìòîñåêóíä - ýòî òà 

îáëàñòü, ãäå åùå õîðîøî ðàáîòàþò çàêîíû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. 

Çàäà÷è, âîçíèêàþùèå ïðè óïðàâëåíèè ìîëåêóëÿðíûìè ñèñòåìàìè, 

ñõîäíû ñ çàäà÷àìè óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûìè ìåõàíè÷åñêèìè 

ñèñòåìàìè. Ïðè ýòîì âûáîð ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè ìîëåêóëû 

îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ è ïðîãíîçà ñâîéñòâ 

òàêèõ ñèñòåì. Îñîáûé èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëÿåò 

âëèÿíèå õàðàêòåðèñòèê êîëåáàíèé àòîìîâ íà òîïîëîãèþ 

ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì.  

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå 

çàêîíîìåðíîñòåé èçìåíåíèé âíóòðåííåé ýíåðãèè êîëåáàòåëüíîé 

ñèñòåìû ïðè ïåðåõîäå ê õàîòè÷åñêèì êîëåáàíèÿì. Íàïðàâëåíèå 

èññëåäîâàíèé ñâÿçàíî ñ ìîäåëèðîâàíèåì ïðîöåññîâ äèññîöèàöèè 

ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì ìåòîäàìè íåëèíåéíîé ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè 

�1�.  
Îñíîâíàÿ ÷àñòü. Ìíîæåñòâî ðåàëüíûõ îáúåêòîâ ðàçëè÷íîé 

ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû èìåþò îäèíàêîâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå. 

Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ñîçäàâàòü äëÿ íèõ îäèíàêîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå 

ìîäåëè è ðàññìàòðèâàòü äðóã äðóãà êàê ôèçè÷åñêèå ìîäåëè.  

Óäîáíûìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, íåëèíåéíûå 

ýëåêòðè÷åñêèå öåïè. Íåëèíåéíûì ýëåìåíòîì RLC-öåïè ÿâëÿåòñÿ 
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âàðèêàï, îïèñûâàåìûé ñëåäóþùåé íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ ìåæäó 

çàðÿäîì x è íàïðÿæåíèåì V(x) �2� 

0.43

0

( )( ) (1 )
0.6

� �
V x xV x

C
        (1) 

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå âðåìåííóþ 

çàâèñèìîñòü çàðÿäà, èìååò âèä  

0 0( ) sin(2 )� � ���Lx Rx V x V f t�        (2) 

Äëÿ çíà÷åíèé V0, èãðàþùèõ ðîëü âíåøíåãî óïðàâëÿþùåãî 

ïàðàìåòðà r, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé òîêà çàðÿäà (ðèñ. 1b) 

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîìåðíîå óíèìîäàëüíîå îòîáðàæåíèå. Ïðè ýòîì, 

ñïåêòð ìîùíîñòè äåìîíñòðèðóåò ñöåíàðèé Ôåéãåíáàóìà ïåðåõîäà ê 

õàîòè÷åñêèì êîëåáàíèÿì.  

        
   a)     b) 

Ðèñóíîê 1 - a) íåëèíåéíàÿ RLC-öåïü, âîçáóæäàåìàÿ ãåíåðàòîðîì 

ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé f0, - b) ýêñïåðèìåíòàëüíîå 

îäíîìåðíîå îòîáðàæåíèå äèñêðåòíûõ (øàã Ò=1/ f0 )  

çíà÷åíèé òîêà â RLC-öåïè 

 

       
 a)   b)   c)   d) 

Ðèñóíîê 2 – Èçìåíåíèå ñïåêòðà ìîùíîñòè ïðè óâåëè÷åíèè  

çíà÷åíèÿ V0 (ðèñ. 1,a) 

 
Äëÿ çíà÷åíèé V0, èãðàþùèõ ðîëü âíåøíåãî óïðàâëÿþùåãî 

ïàðàìåòðà r, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé òîêà çàðÿäà (ðèñ. 1b) 

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîìåðíîå óíèìîäàëüíîå îòîáðàæåíèå. Ïðè ýòîì, 

ñïåêòð ìîùíîñòè äåìîíñòðèðóåò ñöåíàðèé Ôåéãåíáàóìà ïåðåõîäà ê 

õàîòè÷åñêèì êîëåáàíèÿì.  
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Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä ê õàîòè÷åñêèì êîëåáàíèÿì - ýòî 

ïðîöåññ ïåðåõîäà ê ïîëèãàðìîíè÷åñêèì êîëåáàíèÿì. Îòëè÷èòåëüíîé 

îñîáåííîñòüþ òàêîãî ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçíèêíîâåíèå íà êàæäîì 

ýòàïå áèôóðêàöèé íîâûõ ÷àñòîò ïðè ñîõðàíåíèè äèàïàçîíà �0- f1 � 
çíà÷åíèé ýòèõ ÷àñòîò (ðèñ. 2). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîä ê õàîòè÷åñêèì 

êîëåáàíèÿì - ýòî ïðåîáðàçîâàíèå äèñêðåòíîãî ñïåêòðà Ôóðüå â 

íåïðåðûâíûé, ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ «âíóòðåííåé» ýíåðãèè 

ñèñòåìû.  

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E êîëåáàíèé èçîëèðîâàííîé äåòåðìèíèðîâàííîé 

ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó êèíåòè÷åñêîé – Ò è 

ïîòåíöèàëüíîé – Ð ýíåðãèé. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñëåäóåò 

max min� �T E P          (3) 

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà ìàññîé m ïðè ( ) 0�P t , ñîâåðøàþùåé 

ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé 	 áóäåò 
2 2

2( ) cos ( )
2

� �
mAT t t	 	 
         (4) 

Òîãäà ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, êîòîðîé 

îáëàäàåò êîëåáëþùååñÿ ñ ÷àñòîòîé 	 òåëî ìàññîé m 
2 2

max
2

�
mAT 	

         (5) 

Óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ ñïåêòðà ìîùíîñòè Ôóðüå â òî÷êàõ 

ñóïåðóñòîé÷èâîñòè ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè áèôóðêàöèÿìè 

ïðåäñòàâëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �2� 
2

21
1 12

�
mAE 	           (6) 

2
2 22

2 21 22( )
2

� �
mAE 	 	         (7) 

2
2 2 2 23

3 31 32 33 34( )
2

� � � �
mAE 	 	 	 	        (8) 

12 2
2

12

�

�

� �
k

k
k kn

n

mAE 	          (9) 

Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäû ãàðìîíèê ñïåêòðà kA  èìåþò 

îäèíàêîâîå çíà÷åíèå äëÿ íîâûõ ñïåêòðàëüíûõ êîìïîíåíò, âîçíèêøèõ 

â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà.  
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Ðèñóíîê 3 - Ñïåêòð ìîùíîñòè êâàäðàòè÷íîãî  

îòîáðàæåíèÿ 2
1 1� � �n nx rx  äëÿ 1.401�r  

Àìïëèòóäû ãàðìîíèê ñïåêòðà ìîùíîñòè, ïîëó÷åííûå â 

ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà (ðèñ. 3), îáðàçóþò 

ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �3� 
2 2

2 1�A A�           (10) 
2 2 2 2

3 2 1� �A A A� �          (11) 
2 2 1 2

1 1
�

�� � k
k kA A A� �         (12) 

Òîãäà 
12 1 2

21
2

1
(2 1)

2 2

��

�

� ��
kk

k k
n

mAE n�
        (13) 

èëè ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèå ñóììû êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 

êâàäðàòîâ íå÷åòíûõ öåëûõ ÷èñåë âûðàæåíèå (13) ïðåîáðàçóåòñÿ ê 

âèäó 
2 2 2

11 0
2

2 1
3 2

�
�

�
�

k
k

k k

mAE 	 �         (14) 

Ïðîöåññ ïåðåõîäà ê õàîòè÷åñêèì êîëåáàíèÿì ïî ñöåíàðèþ 

Ôåéãåíáàóìà ðåàëèçóåòñÿ êàê áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 

áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýíåðãèÿ «íàêà÷àííàÿ» 

â òåëî ìàññîé m áóäåò 

1



�

� � k
k

E E           (15) 

Âûðàæåíèå (15) ñ ó÷åòîì (14) ïðåäñòàâëÿåò ñóììó äâóõ 

áåñêîíå÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé ñî çíàìåíàòåëÿìè  

1 2�q �   è  2 2�q �         (16) 

Òàêèì îáðàçîì 
2 2

1 0 1
2 (1 2 )(2 )

�
� �

mAE 	
� �

,        (17) 
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ãäå 0	  - ÷àñòîòà âîçáóæäàåìàÿ ãåíåðàòîðîì ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé 

(ðèñ. 1), 1A  - àìïëèòóäà êîëåáàíèé òåëà ìàññîé m ïîñëå ïåðâîé 

áèôóðêàöèè (ðèñ. 2à).  

Çíà÷åíèå E  îïðåäåëÿåò ýíåðãèþ, çàïàñåííóþ òåëîì ìàññîé m, â 

ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà ê õàîòè÷åñêèì êîëåáàíèÿì ïîä äåéñòâèåì 

âíåøíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ 0sinA t	  è íå ó÷èòûâàåò 

äèññèïàöèþ �4�. Îòíîñèòåëüíîå óâåëè÷åíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ïðè 

âîçáóæäåíèè õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ êàê 

1

4 2.2484
(1 2 )(2 )

� � �
� �

E
E

�
� �

.       (18) 

Âûâîäû. Ïåðåõîä ê õàîòè÷åñêèì êîëåáàíèÿì ïî ñöåíàðèþ 

óäâîåíèÿ ïåðèîäà âûçûâàåò íàêîïëåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè (ýôôåêò 

«íàêà÷êè» îò âíåøíåãî èñòî÷íèêà) íå ñòîëüêî çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ 

àìïëèòóäû, ñêîëüêî çà ñ÷åò ïðåîáðàçîâàíèÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà â 

íåïðåðûâíûé. Ïðè ýòîì äèàïàçîí ÷àñòîò çíà÷åíèé ñïåêòðà ìîùíîñòè 

îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, îãðàíè÷åííûì çíà÷åíèåì ÷àñòîòû 

âîçáóæäàþùèõ êîëåáàíèé.  
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