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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè 

äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîãî íåñòàöèîíàðíîãî 

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèõ ýêñïîíåíöèàëüíîå 

óáûâàíèå ðåøåíèé ïðè ïðîèçâîëüíîé ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùåé 

ïðàâîé ÷àñòè. 

Îáîñíîâàíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé 

ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà (â äàëüíåéøåì ïðîñòî ïîêàçàòåëü) ôóíêöèè õ(t) 

èç ïðîñòðàíñòâà X áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé âðåìåíè 

t�0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåðõíèé ïðåäåë [1, 2] 

� (x) = 
ln | ( ) |lim

�

� �

x t
t

t
, � (0) = - � . 

Ôóíêöèÿ õ(t) èìååò ñòðîãèé ïîêàçàòåëü, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë 

ln | ( ) |lim
� �

x t
t

t
. 

Äëÿ ÷èñëà � <0 îïðåäåëèì ìíîæåñòâî 

M �  = {x	X| � (x(i))< � , i = 0, 1,2 …}      

Çàìåòèì, ÷òî 
 	m  M �  lim
�

� �t
m(t) = 0.  

Ëþáàÿ ôóíêöèÿ m(t) èç M � , áóäåò îãðàíè÷åííîé. Áîëåå òîãî, 

ñîãëàñíî [1, 2] , èìååì 


 � �C > 0 |m(t)|   C ( )� te � � .       (1) 

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M �  ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþò. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ìíîæåñòâà ìîæíî íàçâàòü ïðîñòðàíñòâàìè 

óñòîé÷èâûõ ñèãíàëîâ ñî ñòåïåíüþ óñòîé÷èâîñòè �  [3].  

                                                 
� © Ãðèãîðüåâ Â.Ì., 2009 
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïîëå Q äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé ñî 

ñòðîãèì íóëåâûì ïîêàçàòåëåì, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî 

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïðèìåðîì òàêîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî 

äðîáíî ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé. Âûäåëèì â ïîëå Q ïîäêîëüöî QT, 

ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé, íå èìåþùèõ ïîëþñîâ ïðè 0 t<� (ïîëþñà â 

áåñêîíå÷íîñòè äîïóñòèìû). Ðàññìîòðèì êîëüöî ëèíåéíûõ 

äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ R ñ êîýôôèöèåíòàìè â êîëüöå QT. 

Ââåä¸ì ìíîæåñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ 

S(M � ) = {s	R |
 x	X 
 u	M �
 (sx=u)�  x	M � }    (2) 

Åñëè â ëèíåéíîì íåñòàöèîíàðíîì äèôôåðåíöèàëüíîì 

óðàâíåíèè, ïðåäñòàâëåííîì â îïåðàòîðíîé ôîðìå sx=u, îïåðàòîð s 

ëåæèò â ìíîæåñòâå S(M � ), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ýòîãî 

óðàâíåíèÿ âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè áóäóò èìåòü 

ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ìåíüøèå, ÷åì �  ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè, 

èìåþùåé âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè ïîêàçàòåëè 

Ëÿïóíîâà ìåíüøèå, ÷åì � . Íàçîâ¸ì òàêîå ñâîéñòâî óðàâíåíèÿ 

óñòîé÷èâîñòüþ â òåðìèíàõ âõîä/âûõîä ñî ñòåïåíüþ �  [3].  

Èçó÷èì óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè îïåðàòîðîâ èç R ìíîæåñòâó 

S(M � ). Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç ïåðâîãî 

ìåòîäà Ëÿïóíîâà [1, 2]. 

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà ìàòðè÷íîé èëè 

âåêòîðíîé ôóíêöèè Y(t) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ñðåäè ïîêàçàòåëåé 

åãî ýëåìåíòîâ. Ïðè÷¸ì � (Y(t)) = � (||Y(t)||), ãäå ||.|| - ïðîèçâîëüíàÿ 

íîðìà ìàòðèöû (âåêòîðà). Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ 

ñèñòåìó ðàçìåðíîñòè n 

y’(t) = F(t)y(t), t�0,         (3) 

ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû F(t) íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû ïðè t�0. 

Êàæäîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3) èìååò êîíå÷íûé 

ïîêàçàòåëü. Ìíîæåñòâî � 1 < � 2 < � m ïîêàçàòåëåé ðåøåíèé 

íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì ñèñòåìû. ×èñëî m ýëåìåíòîâ â ñïåêòðå íå 

ïðåâûøàåò ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû n. Åñëè â (3) F(t) = F1 + F2(t), ãäå F1 

– ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà è lim
� �t

F2(t) = 0nxn, òî ñïåêòð ñèñòåì (3) è y’(t) 

= F1y(t), ñîâïàäàþò [2, ñ. 83]. Ïóñòü ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà Y(t) 

ðåøåíèé ñèñòåìû (3) ñîäåðæèò ns ðåøåíèé ñ ïîêàçàòåëåì � s, s=1, 
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2…m. Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó Y� =
1�

�
m

s
ns� s, ãäå 

1�
�
m

s
ns=n. Ñóùåñòâóþò 

ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì �  âåëè÷èíû 

Y� . Òàêèå ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè. 

Ïðè÷åì äëÿ ëþáîé ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû Y(t) íàéä¸òñÿ òàêàÿ 

äåéñòâèòåëüíàÿ ìàòðèöà C , ÷òî CY(t) áóäåò íîðìàëüíîé ñèñòåìîé. 

Åñëè � =
lim
� �t

1
t 0
�
t

Tr(F(� ))d� , ãäå lim - íèæíèé ïðåäåë, Tr() - 

ñëåä ìàòðèöû, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé ïî Ëÿïóíîâó. 

Òåîðåìà Ïåððîíà ãëàñèò, ÷òî ñèñòåìà (3) ïðàâèëüíà ïî 

Ëÿïóíîâó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ å¸ ñïåêòðà (� 1 , � 2, … � n) ñ 

ó÷¸òîì êðàòíîñòè ïîêàçàòåëåé, è ñïåêòðà ( � 1, � 2 … � n) ñîïðÿæ¸ííîé 

ñèñòåìû y’(t) = -F(t) Òy(t), t�0,  âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå 

� i + � i =0, i=1, 2 … n.        (4) 

Ïóñòü Y(t) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé 

óðàâíåíèÿ (3) è K(t, � ) - ìàòðèöà Êîøè. Åñëè ñèñòåìà (3) ïðàâèëüíà 

ïî Ëÿïóíîâó, òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî [ñ. 238] 


 � >0 �C > 0 ||K(t, � )||   C ( )( ) 2� � �te � � � �� , t� � �0,    (5) 

ãäå �  - ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ñïåêòðà ñèñòåìû (3). Èñïîëüçóÿ 

ïðèâåäåííûå ñâåäåíèÿ, äîêàæåì òåîðåìó. 

Òåîðåìà. Åñëè â îïåðàòîðå S = 
0�

�
n

i
ai(t)p

(i) , an= 1, p=d/dt 

êîýôôèöèåíòû ai(t)	 QT, i=0, 1 … n-1 èìåþò ïðåäåëû si è 

ìàêñèìàëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîðíåé ñòàöèîíàðíîãî 

ìíîãî÷ëåíà 
0�

�
n

i
s ip

(i) , sn= 1 ìåíüøå, ÷åì � , òî S ëåæèò â S(M � ). 

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå X áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ çà 

èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ôóíêöèé âðåìåíè t�0 

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Sx(t)=u(t), 
 u(t)	 M � è ïðåäñòàâèì åãî 

â âèäå 

(pn + (sn-1+ q i(t)) p
n-1 + (s0+ q 0(t)) x(t) = u(t) , 

ãäå ôóíêöèè qi(t)	 QT, i=0, 1 … n-1 èìåþò ñòðîãèé íóëåâîé ïðåäåë 

ïðè � �t . 

Çàïèøåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé 

   y’(t) = F(t) y(t) + Gu(t)    (6) 
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   x(t) = Hy(t), 

ãäå y(t) = | x(t) x’(t) …  x(n-1)(t)|T,  

G T = |0 0 … 1|, H = |1 0 … 0|, F(t) = F1 + F2(t), 

F1 = 

0 1 1

0 1 0
. . . .
0 0 1

�

� �
� �
� �
� �
� �
� �Sns s

, F2 = 

0 1 1

0 0 0
. . . .
0 0 0

�

� �
� �
� �
� �
� �
� �nq q q

. 

Òàê êàê lim
� �t

F2(t) = 0nxn, òî ñèñòåìû 

y’(t) = F(t) y(t)          (7) 
è       

y’(t) = F1y(t)          (8) 
èìåþò îäèíàêîâûé ñïåêòð (� 1 , � 2, … � n) ñ ó÷¸òîì êðàòíîñòè 

ïîêàçàòåëåé.  

Ïîñêîëüêó lim
� �t

(-F2
 T(t)) = 0nxn, òî ñïåêòð ñîïðÿæ¸ííîé ê (7) 

ñèñòåìû y’(t) = -F(t)Òy(t), ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì ( � 1, � 2 … � n) 

ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû y’(t) = -F1
 Ty(t). Òàê êàê F1 - ïîñòîÿííàÿ 

ìàòðèöà, òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (4) è ñîãëàñíî òåîðåìå Ïåððîíà 

ñèñòåìà (7) áóäåò ïðàâèëüíîé ïî Ëÿïóíîâó. 

Ñèñòåìà (8) ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó 

óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè (pn + sn-1p
n-1 + … + s0) x(t) 

= 0. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ýòîé 

ñèñòåìû ìåíüøå, ÷åì � . Îáîçíà÷èì ýòîò ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëü 

êàê � (� <� ). Ïîêàçàòåëü ïðîèçâîëüíîé ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû 

ðåøåíèé Y(t) ñèñòåìû (7) òàêæå ðàâåí � . Òàê êàê ñèñòåìà (7) 

ïðàâèëüíà ïî Ëÿïóíîâó, òî äëÿ å¸ ìàòðèöû Êîøè èìååò ìåñòî 

íåðàâåíñòâî (5) 


 � >0 �C1 > 0 ||K(t, � )||   C1 
( )( ) 2� � �te � � � �� , t� � �0,    (9) 

Ïóñòü ïîêàçàòåëü u(t) ðàâåí � , òîãäà, ñîãëàñíî (1) 


 � �C2 > 0 |u(t)|   C2 
( )� te � � , t > 0.     (10) 

Ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) èìååò âèä x(t) = Hy(t) ãäå  

y(t) = Y(t)y(0) + 
0
�
t

K((t, � )Gu(t)d� = z0(t) + zu(t) 
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äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ y(0). Òàê êàê ïîêàçàòåëü �  

ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû Y(t) ìåíüøå ÷åì � , òî z0(t) ëåæèò â 

ïðîñòðàíñòâå M � . Ðàññìîòðèì âòîðîå ñëàãàåìîå. Ó÷èòûâàÿ (9) è (10), 

èìååì  

||zu(t)||   C1C2
( )� te � �

0
�
t

( 2 )� � �e � � � � d� = 1 2

2� � �
C C
� � �

( )� te � � ( ( 2 )� � � te � � � -1) =  

1 2

2� � �
C C
� � �

(
(3 )� te � � - ( )� te � � ). 

Òàê êàê � < �  è � < � , òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè �  âñåãäà 

ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû 2� � �� � �  � 0 è max( 3 �� � , �� � ) < � . Òîãäà 

ïîêàçàòåëü ||zu(t)|| < �  è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîêàçàòåëè ðåøåíèé ñèñòåìû 

(6) áóäóò ìåíüøå, ÷åì � .  

Äèôôåðåíöèðóþ ñèñòåìó (6) è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû 

èìåþò ñòðîãèé íóëåâîé ïîêàçàòåëü, ïîëó÷àåì, ÷òî è âñå ïðîèçâîäíûå 

ðåøåíèÿ áóäóò ìåíüøå, ÷åì �  è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæàò 

ïðîñòðàíñòâó M � . Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà S(M � ), 

çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. 

Âûâîäû. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîãî 

íåñòàöèîíàðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê 

óñòîé÷èâîìó ñ íåêîòîðîé ñòåïåíüþ ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ, òî 

íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå áóäåò óñòîé÷èâî ñ òîé æå ñòåïåíüþ â 

òåðìèíàõ âõîä/âûõîä. Äîêàçàòåëüñòâî áàçèðóåòñÿ íà ïåðâîì ìåòîäå 

Ëÿïóíîâà. 
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