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Âñòóï 

Ïðèõîâàí³ ìàðê³âñüê³ ìîäåë³ (ÏÌÌ) îñòàíí³ì ÷àñîì ñòàë³ äóæå 

ïîïóëÿðí³. Ïåðø³ â³äîìîñò³ ïðî ïðèõîâàí³ ìàðê³âñüê³ ìîäåë³ 

îïóáë³êóâàâ Áàóì ç êîëåãàìè ùå íàïðèê³íö³ 1960-õ ðîê³â. Íà 

ïî÷àòêó 70-õ Áåéêåð ³ Äæåë³íåê ç êîëåãàìè â IBM çàñòîñóâàëè ÏÌÌ 

äî ðîçï³çíàâàííÿ ìîâè. Ç ñåðåäèíè 1980-õ ðîê³â ÏÌÌ çàñòîñîâóþòüñÿ 

ïðè àíàë³ç³ á³îëîã³÷íèõ ïîñë³äîâíîñòåé, çîêðåìà ÄÍÊ. Ïðîòå, 

øèðîêîãî ïîøèðåííÿ ÏÌÌ íàáóëè çîâñ³ì íåäàâíî. 

Ñâîþ ïîïóëÿðí³ñòü ÏÌÌ îòðèìàëè çàâäÿêè òîìó, ùî, ïî-ïåðøå, 

ìàòåìàòè÷íà ñòðóêòóðà ÏÌÌ äóæå áàãàòà ³ äîçâîëÿº âèð³øóâàòè 

ìàòåìàòè÷í³ ïðîáëåìè ð³çíèõ îáëàñòåé íàóêè. Ïî-äðóãå, ãðàìîòíî 

ñïðîåêòîâàíà ìîäåëü äàº íà ïðàêòèö³ äîáð³ ðåçóëüòàòè ðîáîòè. Ó ö³é 

ñòàòò³ ìè ðîçãëÿíåìî àëãîðèòìè íàâ÷àííÿ ÏÌÌ òà äàìî ¿ì îö³íêó. 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè 

ÏÌÌ º îäíèì ³ç ñïîñîá³â îòðèìàííÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ 

äåÿêîãî ñïîñòåðåæóâàíîãî ñèãíàëó. ÏÌÌ â³äíîñÿòüñÿ äî êëàñó 

ñòîõàñòè÷íèõ ìîäåëåé. Ñòîõàñòè÷í³ ìîäåë³ íàìàãàþòüñÿ 

îõàðàêòåðèçóâàòè ò³ëüêè ñòàòèñòè÷í³ âëàñòèâîñò³ ñèãíàëó, íå 

âîëîä³þ÷è ³íôîðìàö³ºþ ïðî éîãî ñïåöèô³÷í³ âëàñòèâîñò³. Íàñòðîºíó 

ÏÌÌ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê äæåðåëî äåÿêîãî âèïàäêîâîãî ñèãíàëó ç 

ö³ëêîì ïåâíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Òàêîæ, äëÿ íàñòðîºíî¿ ÏÌÌ º 

ìîæëèâ³ñòü ï³äðàõóâàòè éìîâ³ðí³ñòü ãåíåðàö³¿ òåñòîâîãî ñèãíàëó 

äàíîþ ìîäåëëþ. 

Ó äîäàòêó äî çàâäàííÿ ðîçï³çíàâàííÿ, ïðåäñòàâèâøè âåêòîð 

îçíàê îá'ºêòó ó âèãëÿä³ ñèãíàëó (íàáîðó ïîñë³äîâíèõ ñïîñòåðåæåíü), 

ìîæíà çìîäåëþâàòè êëàñ îá'ºêò³â çà äîïîìîãîþ ÏÌÌ. Éìîâ³ðí³ñòü 

íàëåæíîñò³ òåñòîâîãî îá'ºêòó êëàñó, çàäàíîìó ÏÌÌ îö³íþºòüñÿ 

éìîâ³ðí³ñòþ ãåíåðàö³¿ ñèãíàëó, â³äïîâ³äíîãî äî éîãî âåêòîðó îçíàê. 

Íàâ÷àííÿ ïðèõîâàíèõ õàðê³âñüêèõ ìîäåëåé – ïîëÿãàº â ìîäèô³êàö³¿ 

¿¿ ïàðàìåòð³â äëÿ òîãî, ùîá äîáèòèñÿ ìàêñèìàëüíî¿ éìîâ³ðíîñò³ 

ãåíåðàö³¿ ñèãíàë³â, â³äïîâ³äíèõ äî âåêòîð³â òðåíóâàëüíîãî íàáîðó. 

© Ñòåïàíêîâà Ã. À., Áàêëàí ². Â., 2008
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Âèð³øåííÿ ïðîáëåìè 

Âèçíà÷èìî ÏÌÌ ÿê , äå À – ìàòðèöÿ éìîâ³ðíîñò³ 

ïåðåõîäó, Â – ìàòðèöÿ éìîâ³ðíîñò³ ñïîñòåðåæóâàíèõ îá'ºêò³â,  - 

âåêòîð éìîâ³ðíîñò³ ïî÷àòêîâèõ ñòàí³â. Çàäà÷à íàâ÷àííÿ ÏÌÌ ïîëÿãàº 

â òîìó, ùîá ï³ä³áðàòè ïàðàìåòðè ìîäåë³  òàê, ùîá âîíà ïðàâèëüíî 

ðîçï³çíàâàëà ïî÷àòêîâ³ äàí³ . Íåîáõ³äíî âèáðàòè 

îäèí ³ç ñïîñîá³â íàâ÷àííÿ [1]:  

1. ðîçï³çíàòè ïîñë³äîâíîñò³ ñïîñòåðåæåíü, ïîð³âíÿòè 

ðåçóëüòàòè ðîçï³çíàâàííÿ  ç ïðàâèëüíèìè 

â³äïîâ³äÿìè , îá÷èñëèòè â äåÿêîìó ñåíñ³ 

ñåðåäíþ ïîìèëêó òà ì³í³ì³çóâàòè ¿¿, ìîäèô³êóþ÷è λ;  

2. ðîçï³çíàòè ïîñë³äîâí³ñòü ñïîñòåðåæåíü ³ ìàêñèì³çóâàòè 

ôóíêö³þ ïðàâäîïîä³áíîñò³ ñïîñòåðåæåííÿ ïîñë³äîâíîñò³ , â 

ïðèïóùåíí³, ùî ïîñë³äîâí³ñòü ïðèõîâàíèõ ñòàí³â çíàéäåíà 

ïðàâèëüíî. Òîáòî ìàêñèì³çóâàòè , 

ìîäèô³êóþ÷è λ;  

3. ìàêñèì³çóâàòè ôóíêö³þ ïðàâäîïîä³áíîñò³ â³ä ñïîñòåðåæåíü, 

òîáòî ìàêñèì³çóâàòè , ìîäèô³êóþ÷è λ.  

Ïåðøèé ñïîñ³á íàâ÷àííÿ – öå íàâ÷àííÿ ç â÷èòåëåì. Éîãî ìîæíà 

ïðîâîäèòè, íàïðèêëàä, ìåòîäîì ãðàä³ºíòíîãî ñïóñêó, ³ â³í âñ³ì 

ãàðíèé, îêð³ì ñâîº¿ òðóäîì³ñòêîñò³. Ðåøòà äâà ñïîñîáè – öå íàâ÷àííÿ 

áåç â÷èòåëÿ, õî÷à â äðóãîìó ñïîñîá³ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè â÷èòåëÿ. 

Íàé÷àñò³øå çàñòîñîâóºòüñÿ òðåò³é ñïîñ³á íàâ÷àííÿ (³íîä³ ç ïîäàëüøèì 

äîíàâ÷àííÿì ³íøèìè ñïîñîáàìè), îñê³ëüêè äëÿ íüîãî â³äîìèé 

øâèäêèé àëãîðèòì.  

Öå àëãîðèòì, â çàãàëüí³é ñèòóàö³¿ çâàíèé ìàêñèì³çàö³ÿ 

î÷³êóâàííÿ (ÌÎ, EM – expectation maximization) àáî, êîíêðåòíî äëÿ 

ÏÌÌ, àëãîðèòìîì Áàóìà-Âåëøà. Äàíèé àëãîðèòì º ³òåðàòèâíèì ³ 

ñõîäèòüñÿ äî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîä³áíîñò³. Îêð³ì öüîãî 

ìåòîäó âèð³øåííÿ ìîæëèâî òàê ñàìî âèêîðèñòîâóâàòè ³ ³íø³ ìåòîäè 

îïòèì³çàö³¿ äëÿ ïîøóêó ìàêñèìóìó ôóíêö³¿ ïðàâäîïîä³áíîñò³. Ïðîòå, 

â [2] â³äì³÷åíî, ùî àëãîðèòì Ãàóñà-Íüþòîíà ìàº òåíäåíö³þ äî 

íåçá³æíîñò³ ³ çàëåæèòü â³ä õîðîøîãî ïî÷àòêîâîãî âèáîðó ïàðàìåòð³â 

ìîäåë³ λ. Òàì æå îêð³ì àëãîðèòìó Áàóì-Âåëøà ðîçãëÿíóòèé ìåòîä 
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ãðàä³ºíòíîãî ñïóñêó Áîëä³-×àâ³íà. Ó [3] ïðîâîäèòüñÿ àíàëîã³ÿ ì³æ ÌÎ 

àëãîðèòìîì ³ ãðàä³ºíòíèìè ìåòîäàìè.  

Çã³äíî [4] äëÿ åôåêòèâíîãî îá÷èñëåííÿ éìîâ³ðíîñò³ 

ñïîñòåðåæåííÿ ïîñë³äîâíîñò³ , ÿêà ïîðîäæåíà ïîñë³äîâí³ñòþ , 

ð³âíîþ 

  (1) 

âèêîðèñòîâóþòü àëãîðèòì ïðÿìîãî-çâîðîòíîãî ïðîõîäó (Forward-

Backward). Äëÿ öüîãî àëãîðèòìó ³ñíóþòü äâ³ ìîäèô³êàö³¿ ð³âíîö³íí³ 

çà îá÷èñëþâàëüíèìè âèòðàòàìè – àëãîðèòì ïðÿìîãî õîäó ³ àëãîðèòì 

çâîðîòíîãî õîäó. Ö³ àëãîðèòìè ðîçð³çíÿþòüñÿ âèáîðîì âåäó÷î¿ 

çì³ííîþ, ïðÿìîþ àáî çâîðîòíîþ, ÿêà ïðåäïî÷òèòåëüíåé ó êîæíîìó 

êîíêðåòíîìó âèïàäêó. 

Àëãîðèòì ïðÿìîãî õîäó: Ââåäåìî ïðÿìó çì³ííó , ÿêó 

âèçíà÷èìî äëÿ çàäàíî¿ ìîäåë³ λ ÿê çíà÷åííÿ éìîâ³ðíîñò³ òîãî, ùî äî 

ìîìåíòó ÷àñó t ñïîñòåð³ãàëàñÿ ïîñë³äîâí³ñòü  ³ ó ìîìåíò t 

ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ â ñòàí³ : 

  (2) 

Çíà÷åííÿ ïðÿìî¿ çì³ííîþ îá÷èñëþþòüñÿ çà íàñòóïíèì 

àëãîðèòìîì: 

1. ²í³ö³àë³çàö³ÿ: , . 

2. Äëÿ âñ³õ ; ; ìàºìî 

. 

3. Îá÷èñëþºìî øóêàíó éìîâ³ðí³ñòü: . 

Àëãîðèòì çâîðîòíîãî õîäó: Ââåäåìî çâîðîòíó çì³ííó , ÿêó 

âèçíà÷èìî ÿê óìîâíó éìîâ³ðí³ñòü ñïîñòåðåæåííÿ ïîñë³äîâíîñò³, 

ïî÷èíàþ÷è ç ìîìåíòó  äî  çà óìîâè, ùî ó ìîìåíò ÷àñó  

ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ ó ñòàí³ : 

. 

Çíà÷åííÿ çâîðîòíî¿ çì³ííî¿ çíàõîäÿòüñÿ òàê: 

1. ²í³ö³àë³çàö³ÿ: , . 
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2. Äëÿ âñ³õ ; ; ìàºìî 

. 

3. Îá÷èñëþºìî â³ðîã³äí³ñòü: . 

Îäíèì ç ñïîñîá³â â³äíîâëåííÿ ïîñë³äîâíîñò³ ïðèõîâàíèõ ñòàí³â º 

àëãîðèòì Â³òåðá³. Â³í ñêëàäàºòüñÿ ç ïðÿìîãî ³ çâîðîòíîãî ïðîõîä³â. 

Ââåäåìî íàñòóïíó çì³ííó  

 , (3) 

ùî ìàº ñåíñ ìàêñèìàëüíî¿ éìîâ³ðíîñò³ òîãî, ùî ïðè çàäàíèõ 

ñïîñòåðåæåííÿõ äî ìîìåíòó  ïîñë³äîâí³ñòü ñòàí³â çàâåðøèòüñÿ ó 

ìîìåíò ÷àñó  â ñòàí³ , à òàêîæ çì³ííó  äëÿ çáåð³ãàííÿ 

àðãóìåíò³â, ùî ìàêñèì³çóâàëè . Àëãîðèòì: 

1. ²í³ö³àë³çàö³ÿ: , ,  

2. ²íäóêòèâíèé ïåðåõ³ä: 

, , 

 

3. Îñòàíîâ:  íàéá³ëüøà éìîâ³ðí³ñòü 

ñïîñòåðåæåííÿ ïîñë³äîâíîñò³  ÿêà äîñÿãàºòüñÿ ïðè 

ïðîõîäæåíí³ äåÿêî¿ îïòèìàëüíî¿ ïîñë³äîâíîñò³ ñòàí³â 

, äëÿ ÿêî¿ äî äàíîãî ìîìåíòó â³äîìèé ò³ëüêè 

îñòàíí³é ñòàí: . 

4. Çâîðîòíèé ïåðåõ³ä. Â³äíîâëåííÿ îïòèìàëüíî¿ ïîñë³äîâíîñò³ 

ñòàí³â: , .  

Íà åòàï³ íàâ÷àííÿ ÏÌÌ íåîáõ³äíî ïðîâåñòè íàñòðîéêó 

ïàðàìåòð³â ìîäåë³  òàê, ùîá ìàêñèì³çóâàòè . Äëÿ 

âèð³øåííÿ äàíîãî çàâäàííÿ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîä Áàóì-

Âåëøà. Ó [5], [2], [6], [7], [8], [1] äîñòàòíüî äåòàëüíî ïðèâåäåíî 

âèâåäåííÿ ôîðìóë äëÿ öüîãî ìåòîäó. Ôàêòè÷íî íåîáõ³äíî ï³ä³áðàòè 

ïîñë³äîâí³ñòü ïðèõîâàíèõ ñòàí³â  äî ïîñë³äîâíîñò³ ñïîñòåðåæåíü  

[9], òîáòî âèð³øèòè çàâäàííÿ ç äàííèìè, ÿêèõ íå âèñòà÷àº. Öþ 

ïðîáëåìó âèð³øóþòü çà äîïîìîãîþ ÌÎ àëãîðèòìó, ÿêèé îð³ºíòîâàíèé 

íà ïîøóê ìàêñèìóìó ôóíêö³¿ ïðàâäîïîä³áíîñò³ çà äîïîìîãîþ 
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ïàðàìåòð³â íåñïîñòåðåæóâàíî¿ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó äëÿ ìíîæèíè 

ñïîñòåðåæåíü, äå äàí³ íå ïîâí³ àáî º ïðîïóñêè. Äëÿ ìîäåë³ ñóì³øåé 

çàãàëüíà ñõåìà ÌÎ àëãîðèòìó ïðèâåäåíà â [5] [10]. Ó òàê³é ìîäåë³ 

äàí³, ÿêèõ íå âèñòà÷àº – öå çì³íí³, ÿê³ âêàçóþòü, ç ÿêîãî êîìïîíåíòó 

ñóì³ø³ âèòÿãíóòèé åëåìåíò äàíèõ.  

Ââåäåìî çì³ííó , ÿêà º 

éìîâ³ðí³ñòþ òîãî, ùî ïðè çàäàí³é ïîñë³äîâíîñò³ ñïîñòåðåæåíü  

ñèñòåìà â ìîìåíòè ÷àñó  ³  çíàõîäèòèìåòüñÿ â³äïîâ³äíî â ñòàíàõ 

 ³ . Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðÿìó ³ çâîðîòíó çì³íí³, âèçíà÷åí³ âèùå, 

ìîæíà çàïèñàòè: 

. 

Ââåäåìî íàñòóïíó çì³ííó, ùî º àïîñòåð³îðíîþ éìîâ³ðí³ñòþ òîãî, 

ùî ïðè çàäàí³é ïîñë³äîâíîñò³ ñïîñòåðåæåíü  ñèñòåìà ó ìîìåíò ÷àñó  

çíàõîäèòèìåòüñÿ ó ñòàí³ : .  

Ââåäåí³ âåëè÷èíè ìàþòü íàñòóïí³ âëàñòèâîñò³:  - 

î÷³êóâàíå ÷èñëî ïåðåõîä³â ³ç ñòàíó ;  - î÷³êóâàíå ÷èñëî 

ïåðåõîä³â ³ç ñòàíó  â ñòàí . 

Íà îñíîâ³ öèõ âëàñòèâîñòåé îòðèìóºìî ôîðìóëè ïåðåîö³íêè 

ïàðàìåòð³â ìàðê³âñüêî¿ ìîäåë³: 

 , ,   (4) 

Â ïðîöåñ³ çàñòîñóâàííÿ öèõ ôîðìóë ìîæóòü áóòè ò³ëüêè äâà 

âèïàäêè: 

1.  – òî÷êà åêñòðåìóìó, 

2. , òîáòî ïðàâäîïîä³áí³ñòü ïîÿâè äàíî¿ 

ïîñë³äîâíîñò³ ñïîñòåðåæåíü äëÿ ìîäåë³ ç ïåðåîö³íåíèìè 

ïàðàìåòðàìè âèùå, í³æ äëÿ ïî÷àòêîâî¿ ìîäåë³. 

Áåçïîñåðåäíüî àëãîðèòì Áàóì-Âåëøà ñêëàäàºòüñÿ ç 3 îñíîâíèõ 

åòàï³â:  

1. Àëãîðèòì ïðÿìîãî-çâîðîòíîãî ïðîõîäó.  

2. Ïåðåîö³íêà ïàðàìåòð³â ìîäåë³ � (4). 
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3. Äîêè íå äîñÿãíóòèé ïîð³ã çá³æíîñò³: 

, ïîâòîðþâàòè êðîêè 1 òà 

2. 

Ïî÷àòêîâ³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â A òà  ìîäåë³ ìîæíà çàäàâàòè 

äîâ³ëüíî, âðàõîâóþ÷è ³ìîâ³ðí³ñí³ íîðìóâàííÿ. Àëãîðèòì íàâ÷àííÿ 

çàâæäè ñõîäèòüñÿ ³ ïðè öüîìó ìàéæå çàâæäè – äî òî÷êè ëîêàëüíîãî 

ìàêñèìóìó ïðàâäîïîä³áíîñò³ . Ïðîòå çàëèøàþòüñÿ ïèòàííÿ, íà 

ÿê³ íåìàº óí³âåðñàëüíî¿ â³äïîâ³ä³: ç ÿêîþ øâèäê³ñòþ ñõîäèòüñÿ 

àëãîðèòì íàâ÷àííÿ ³ ÷è çàâæäè òàêå íàâ÷àííÿ çàáåçïå÷óº õîðîøå 

ðîçï³çíàâàííÿ.  

Âèñíîâêè 

Ìè ðîçãëÿíóëè òåîðåòè÷í³ ï³äõîäè äî íàâ÷àííÿ ïðèõîâàíèõ 

õàðê³âñüêèõ ìîäåëåé òà àëãîðèòìè íàâ÷àííÿ ÏÌÌ. Áóâ çðîáëåíèé 

äåÿêèé îãëÿä ë³òåðàòóðè ïî äàí³é òåìàòèö³. 

Òàêîæ áóâ îòðèìàíèé íàñòóïíèé ðåçóëüòàò: îêð³ì âèçíà÷åííÿ 

îïòèìàëüíî¿ ïîñë³äîâíîñò³ ïðèõîâàíèõ ñòàí³â àëãîðèòì Â³òåðö³ 

çá³ëüøóº çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ïðàâäîïîä³áíîñò³ ïðè íàâ÷àíí³ ÏÌÌ. 

Ï³äêëþ÷åííÿ íà îñòàííüîìó åòàï³ íàâ÷àííÿ àëãîðèòìó Áàóìà-Âåëüøà 

ïðèçâîäèòü äî ê³íöåâîãî âèâîäó çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ïðàâäîïîä³áíîñò³ íà 

ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ.  

Íàìè âåäóòüñÿ ðîáîòè ïî âïðîâàäæåííþ àïàðàòó ïðèõîâàíèõ 

ìàðê³âñüêèõ ìîäåëåé ñóì³ñíî ç ã³áðèäíèìè íåéðîííèìè ìåðåæàìè 

äëÿ çàäà÷ ïðîãíîçóâàííÿ íà ô³íàíñîâî-åêîíîì³÷íèõ ÷àñîâèõ ðÿäàõ. 

Ö³é òåì³ áóäå ïðèñâÿ÷åíèé îêðåìèé äîêëàä. 
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