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². Ì. Äðîíþê, Ì. À. Íàçàðêåâè÷ 

ÏÐÎÑÒÎÐÎÂÅ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ATEB-ÔÓÍÊÖ²É 

Âñòóï 

Âåëèêèé ³íòåðåñ ïðåäñòàâëÿº ìîäåëþâàííÿ íåë³í³éíèõ ñèñòåì, 

ÿê³ îïèñóþòüñÿ äèôåðåíö³éíèìè ð³âíÿííÿìè, îòðèìàíèõ ìåòîäîì 

óñåðåäíåííÿ ç íåë³í³éíî¿ ìåõàí³êè. Òàê³ äèôåðåíö³éí³ ð³âíÿííÿ 

îïèñóþòü êîíñåðâàòèâí³ êîëèâí³ ñèñòåìè áåç òåðòÿ, íåë³í³éí³ 

àâòîíîìí³ êîëèâí³ ñèñòåìè ç îäíèì ñòóïåíåì ñâîáîäè, òà ñèñòåìè, ùî 

âçàºìîä³þòü ç äæåðåëîì åíåðã³¿ [1]. 

Çàñòîñóâàííÿ Ateb-ôóíêö³é äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçê³â ïåâíèõ 

êëàñ³â ³ñòîòíî íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïðåäñòàâëåíå ó 

ðîáîòàõ [2-4]. Ðîçðîáëåí³ àíàë³òè÷í³ ìåòîäè ¿õ äîñë³äæåííÿ º 

ñêëàäíèìè, îòðèìàí³ àíàë³òè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ó çàñòîñóâàíí³ äî 

ìîäåëþâàííÿ ïîòðåáóþòü ñïåö³àëüíîãî ³íñòðóìåíòàð³þ äëÿ ¿õ 

îá÷èñëåííÿ. Äëÿ êåðóâàííÿ äèíàì³÷íèìè ïðîöåñàìè â ³ñòîòíî 

íåë³í³éíèõ êîëèâíèõ ñèñòåìàõ ç îäíèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³ íåîáõ³äíî 

îòðèìàòè ÷èñåëüí³ çíà÷åííÿ ðîçâ’ÿçê³â ç âèñîêîþ òî÷í³ñòþ. Íàìè ó 

ðîáîòàõ [5,6] ðîçðîáëåíî àëãîðèòìè òà ìåòîäè îáðàõóíêó çíà÷åíü 

ðîçâ’ÿçê³â, çíàéäåíèõ àíàë³òè÷íî ó [2-4], ç äîâ³ëüíîþ ïîòð³áíîþ 

òî÷í³ñòþ.  

Ó äàí³é ðîáîò³ ïðîäîâæåíî äîñë³äæåííÿ ³ ïðîìîäåëüîâàíî 

ïîâåä³íêó Ateb-ôóíêö³é ó çàëåæíîñò³ â³ä çì³íè ¿õ ïàðàìåòð³â. 

Ñïåö³àëüíó óâàãó çîñåðåäæåíî íà ìîäåëþâàíí³ ïåð³îäó äëÿ 

ïåð³îäè÷íèõ Ateb-ôóíêö³é òà îáëàñò³ âèçíà÷åííÿ äëÿ àïåð³îäè÷íèõ 

Ateb-ôóíêö³é.  

Äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ, ðîçâ’ÿçí³ ç äîïîìîãîþ Ateb-ôóíêö³é 

Äèíàì³÷í³ ïðîöåñè â íåë³í³éíèõ êîëèâíèõ ñèñòåìàõ îïèñóþòüñÿ 

çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ç ñòåïåíåâîþ 

íåë³í³éí³ñòþ âèãëÿäó [3]:       
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äå m  ³ n âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (2). 

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâÿçê³â ñèñòåìè (1) âèêîðèñòîâóþòüñÿ Beta-

ôóíêö³¿ òà Ateb-ôóíêö³¿ [4], ùî º îáåðíåíèìè ôóíêö³ÿìè äî Beta-

ôóíêö³é.  

Ñèñòåìà (1), ÿêùî n,m  çàäîâ³ëüíÿº ñï³ââ³äíîøåííÿ (3), îïèñóº 

êîëèâàëüíèé ðóõ, à, ÿêùî n,m  çàäîâ³ëüíÿº ñï³ââ³äíîøåííÿ (4), – 

ã³ïåðáîë³÷íèé (àïåð³îäè÷íèé) ðóõ. Â³äïîâ³äíî Ateb-ôóíêö³¿, 

ïîáóäîâàí³ äëÿ çíà÷åíü (3), ïðèéíÿòî íàçèâàòè ïåð³îäè÷íèìè, à äëÿ 

çíà÷åíü (4) – ã³ïåðáîë³÷íèìè (àïåð³îäè÷íèìè) Ateb-ôóíêö³ÿìè [3]. 

ßêùî m = 1, à n çàäàíèé (2) (â³äïîâ³äàº âèïàäêó 

ã³ïåðáîë³÷íîñò³), òî ñèñòåìó (1) ìîæíà ïðèâåñòè äî âèãëÿäó 

 0xxcx 1 =⋅+ −θ��  (5) 

äå θ  çàëåæèòü â³ä ïàðàìåòð³â 21, θ′θ′  ç (2). 

Ïîáóäîâà ïîâåðõîíü Ateb-ôóíêö³é 

Â äàí³é ïðàö³ äîñë³äæóºòüñÿ ïîâåä³íêà Ateb-ôóíêö³é  çàëåæíî 

â³ä ïàðàìåòð³â n,m . Àïåð³îäè÷í³ Ateb-ôóíêö³¿ ),,( ωmnshav =  ³ 

),,( ωnmchau =  º îáåðíåííÿì ³íòåãðàë³â 
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),( nm∏′  äëÿ âñ³õ çíà÷åíü m  ³ n  ñê³í÷åííà ³ íåïåðåðâíà, çà 

âèêëþ÷åííÿì çíà÷åíü, ùî çàäîâ³ëüíÿþòü íåð³âí³ñòü  
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ïðè ÿêèõ ),( nm∏′ ïåðåòâîðþºòüñÿ â áåçìåæí³ñòü. Óìîâà (7) 

â³äïîâ³äàº óìîâ³ ã³ïåðáîë³÷íîñò³ (4). 

Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³¿ 
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Âèðàç (10) â³äïîâ³äàº ã³ïåðáîë³÷íîìó âèäó ôóíêö³é. Ïîáóäîâàíî 

çàëåæíîñò³ âèðàçó 0w , çàäàíîãî ôîðìóëîþ (11), â³ä çì³íè ïàðàìåòð³â 
mn,  ïðè 

.10,10 <<<< mn  
Äëÿ öüîãî îá÷èñëåíî çíà÷åííÿ 0w  ïðè çì³í³ m,n  ç êðîêîì 0,1 ³ 

ïîáóäîâàíî ïîâåðõíþ, ïðåäñòàâëåíó íà ðèñ.1. 

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ 
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Îñê³ëüêè ðîçãëÿäàºìî àïåð³îäè÷í³ Ateb-ôóíêö³¿, òî âèêîíóþòüñÿ 

óìîâà ã³ïåðáîë³÷íîñò³ (4) àáî (7), ïðè ÿê³é *Π  ïåðåòâîðþºòüñÿ ó 

íåñê³í÷åí³ñòü [2, 3, 4]. Äëÿ âñ³õ ðåøòà çíà÷åíü m,n  âåëè÷èíà *Π  

ñê³í÷åííà. Òàêîæ (11) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³  
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Ãàìà-ôóíêö³¿. 

 
Ðèñóíîê 1 – Ïîâåðõíÿ çíà÷åíü 0ω  ïðè çì³í³ m,n  ç êðîêîì 0,1  

Òîä³ äëÿ ïðîì³æêó ∞≤≤ V0  îòðèìóºìî,  
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ùî â³äïîâ³äàº ôîðìóë³ (8). Âðàõîâóþ÷è íåïàðí³ñòü ôóíêö³¿ ),,( ωmnsha  

â³äíîñíî ω , âèïëèâàº, ùî âîíà º îáåðíåííÿì ³íòåãðàëó (11) íà 

ïðîì³æêó [ ]**,ΠΠ− .  

Îá÷èñëåíî çíà÷åííÿ *Π  ïðè çì³í³ mn,  ç êðîêîì 0,1 ³ ïîáóäîâàíî 

ïîâåðõíþ, ïðåäñòàâëåíó íà ðèñ.2. 
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Ðèñóíîê 2 – Ïîâåðõíÿ ôóíêö³¿ )n,m(*Π â çàëåæíîñò³ â³ä ïàðàìåòð³â m  ³ 

n  

Òåîð³ÿ ïåð³îäè÷íèõ Ateb-ôóíêö³é ðàçîì ³ç âèêîðèñòàííÿì 

ñó÷àñíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ òåõíîëîã³é äàº ïîòóæíèé àïàðàò äëÿ 

³ì³òàö³éíîãî ìîäåëþâàííÿ òà êåðóâàííÿ äèíàì³÷íèìè ïðîöåñàìè 

³ñòîòíî íåë³í³éíèõ ñèñòåì. Çíàéäåí³ ðîçâ’ÿçêè îïèñóþòü äèíàì³÷í³ 

ïðîöåñè ó íåë³í³éíèõ êîëèâíèõ ñèñòåìàõ ³ ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàí³ 

äëÿ êåðóâàííÿ ó áóðîâèõ óñòàíîâêàõ íàôòîâèõ ïðîìèñë³â, âåí-

òèëÿö³éíèõ êàíàëàõ øàõò, òðóáîïðîâîäàõ ç ìåòîþ ä³àãíîñòèêè òà 

ïðîãíîçóâàííÿ ¿õíüî¿ ïîâåä³íêè. 

Àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ ÷èñëà π  íà îñíîâ³ Ateb-ôóíêö³é  

Ïðè 1nm ==  Ateb-ôóíêö³¿ ñï³âïàäàþòü ç òðèãîíîìåòðè÷íèìè ³ 

ã³ïåðáîë³÷íèìè ôóíêö³ÿìè. Ìàþòü ì³ñöå ôîðìóëè  

 ( )[ ] [ ] 1),,(,, 11 =− ++ nm mnshanmcha ωω  (14) 

( )[ ] [ ] 1),m,n(sha,n,mcha 1n1m =ω+ω ++  , 

ùî º àíàëîãàìè îñíîâíèõ òîòîæíîñòåé äëÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ òà 

ã³ïåðáîë³÷íèõ ôóíêö³é. 

Òåîð³ÿ Ateb-ôóíêö³é äîçâîëÿº çíàéòè ÷èñëî π  ç áóäü-ÿêîþ 

ïîòð³áíîþ òî÷í³ñòþ. Â³äîìî [7], ùî íàáëèæåíå çíà÷åííÿ ÷èñëà 

 π =3,1415926535897932384626433832795. (15) 
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Ïðåäñòàâèìî ìåòîä îá÷èñëåííÿ ÷èñëà π  íà îñíîâ³ Ateb-ôóíêö³é. 

Ìåòîä áàçóºòüñÿ íà äîâåäåíîìó â [3] ïîëîæåíí³, ùî ïðè ïàðàìåòðàõ 
1=m , 1=n  Ateb-ôóíêö³¿ ïåðåòâîðþþòüñÿ ó çâè÷àéí³ òðèãîíîìåòðè÷í³ 

ôóíêö³¿. Îòæå äëÿ îá÷èñëåííÿ ÷èñëà π  ìîæíà âèêîðèñòàòè ôîðìóëó 

ïåð³îäó Ateb-ôóíêö³¿ ó âèãëÿä³ (11) òà (12). 

Ç ôîðìóëè (11) ïðè 1m = , 1n =  îòðèìàºìî 

 =π dt1)t1(
1

0

2

1

t
2

1 −−
−

� . (16) 

Öåé ³íòåãðàë º íåâëàñòèâèì ³íòåãðàëîì äðóãîãî ðîäó, îñê³ëüêè 

ï³ä³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ ïðÿìóº äî íåñê³í÷åíîñò³, ùî ïîêàçàíî íà ðèñ. 

3. 

Ç ôîðìóë (12) ïðè 1m = , 1n =  âèïëèâàº  

 )0,
2

1
(B)n,m(2 =Π∗ =

)2(

)0(
2

1
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 (17) 

Çíà÷åííÿ ÷èñëà π  â³äïîâ³äàº ïëîù³ íåñê³í÷åííî¿ êðèâîë³í³éíî¿ 

òðàïåö³¿, çàøòðèõîâàíî¿ íà ðèñ. 3. Äëÿ îá÷èñëåííÿ âèêîðèñòîâóºìî 

ôîðìóëó (16) òà îá÷èñëþºìî öåé ³íòåãðàë ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè. Äëÿ 

ïîð³âíÿííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â âèêîðèñòîâóºìî ôîðìóëó (17). Äëÿ 

îá÷èñëåííÿ ïîõèáêè çà òî÷íå çíà÷åííÿ π  áåðåìî âèðàç (15). 

Îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàë³â çä³éñíþºòüñÿ â³äîìèìè ìåòîäàìè 

ïðÿìîêóòíèê³â, ïàðàáîë, Ìîíòå-Êàðëî [8]. Òðóäí³ñòü îá÷èñëåííÿ 

ïîëÿãàº ó íåâëàñòèâîñò³ îá÷èñëþâàíîãî ³íòåãðàëó. Çàñòîñóâàííÿ 

îäíîãî ç â³äîìèõ ìåòîä³â íå äàº ïîòð³áíî¿ òî÷íîñò³. Äëÿ îòðèìàííÿ 

êðàùî¿ òî÷íîñò³ îá÷èñëåíü ïðè ìîäåëþâàíí³ áóëî çàñòîñîâàíî 

êîìá³íàö³¿ öèõ ìåòîä³â. 

Îïèøåìî àëãîðèòì ìîäåëþâàííÿ. Äëÿ îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàëó 

ïðîì³æîê ]1;0[  ðîçáèâàºòüñÿ íà äåê³ëüêà ï³äïðîì³æê³â: ]1;0[ = 

]1;[];0[ α∪α , äå 18.0 <α≤  Î÷åâèäíî, ùî íåâëàñòèâ³ñòü ³íòåãðàëó 

çáåð³ãàºòüñÿ íà ïðîì³æêó ]1;[α . Òîìó äëÿ äîñÿãíåííÿ ïîòð³áíî¿ 

òî÷íîñò³ îá÷èñëåíü íà öüîìó ïðîì³æêó ê³ëüê³ñòü ³òåðàö³é çðîñòàº ó 

òèñÿ÷³ ðàç³â. 
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Âèñíîâêè 

Ïðåäñòàâëåíî ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç³ ñòåïåíåâîþ 

íåë³í³éí³ñòþ, ùî îïèñóº äèíàì³÷í³ ïðîöåñè â ñêëàäíèõ ñèñòåìàõ. 

Ðîçðîáëåíî àëãîðèòìè äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â âêàçàíî¿ 

ñèñòåìè ó âèãëÿä³ Ateb-ôóíêö³é. Ðîçãëÿíóòî ïåð³îäè÷í³ òà 

àïåð³îäè÷í³ Ateb-ôóíêö³¿. 

Ïðîìîäåëüîâàíî ïîâåä³íêó Ateb-ôóíêö³é ç ð³çíèìè ïîêàçíèêàìè 

íåë³í³éíîñò³. Ñêëàäí³ñòü îá÷èñëåíü ïîëÿãàº â îäíî÷àñíîìó 

âèêîðèñòàíí³ ìåòîä³â íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàëó òà ïîøóêó 

íóëüîâîãî çíà÷åííÿ ôóíêö³é çàäàíèõ íåÿâíî. 

Ïîáóäîâàí³ ïîâåðõí³ øóêàíèõ ðîçâ’ÿçê³â ó âèãëÿä³ Ateb-ôóíêö³é.  

Ïîêàçàíî, ùî ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó Ateb-ôóíêö³¿ ñï³âïàäàþòü ç³ 

çâè÷àéíèìè òðèãîíîìåòðè÷íèìè ³ ã³ïåðáîë³÷íèìè ôóíêö³ÿìè. Äëÿ 

³ëþñòðàö³¿ ïîáóäîâàíî àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ ÷èñëà π  íà îñíîâ³ 

ïðåäñòàâëåíî¿ òåîð³¿. 

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàí³ â çàäà÷àõ 

óïðàâë³ííÿ ç ìåòîþ ïðîãíîçóâàííÿ òà ä³àãíîñòèêè ïîâåä³íêè 

ñêëàäíèõ ñèñòåì. 
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