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ÑÈÑÒÅÌÍÅ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÒÅÕÍÎËÎÃ²×ÍÈÕ ÏÐÎÖÅÑ²Â 

ÓÄÊ 539.3 + 629.7 
Ï.Ï. Áåëîíîæêî ! 

ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÄÅÔÎÐÌÈÐÓÅÌÛÕ ÓÏÐÓÃÈÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ 

ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÀÏÏÀÐÀÒÎÂ ÑÈÑÒÅÌÀÌÈ ÒÂÅÐÄÛÕ ÒÅË 

Ââåäåíèå 

Ïðåäñòàâëåíèå äåôîðìèðóåìûõ óïðóãèõ êîíñòðóêöèé 

ðàñ÷åòíûìè ñõåìàìè âèäà ñîâîêóïíîñòåé òâåðäûõ òåë, ñîåäèíåííûõ 

øàðíèðàìè – îäèí èç ïåðñïåêòèâíûõ ïîäõîäîâ ê ìîäåëèðîâàíèþ 

äèíàìèêè ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì. Åãî ïðèâëåêàòåëüíîñòü 

îáóñëîâëåíà, â ÷àñòíîñòè, íàëè÷èåì ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììíûõ 

èíñòðóìåíòîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåì 

òâåðäûõ òåë, íàïðèìåð, ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ "Óíèâåðñàëüíûé 

ìåõàíèçì", èëè ïàêåò SimMechanics â ñîñòàâå MatLab. 

Ïðèìåíèòåëüíî ê ïðîñòðàíñòâåííî ðàçâèòûì ïåðèôåðèéíûì 

ýëåìåíòàì êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ [1–6] àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ òàêæå 

âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ ðàçðàáîòêè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ 

äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. 

Îäíà èç îñíîâíûõ òðóäíîñòåé, ñîïðÿæåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì 

òâåðäîòåëüíûõ ðàñ÷åòíûõ ñõåì, ñâÿçàíà ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàçðàáîòêè 

êðèòåðèåâ èõ ýêâèâàëåíòíîñòè ðàñ÷åòíûì ñõåìàì ñ ðàñïðåäåëåííûìè 

ïàðàìåòðàìè. 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñàí êðèòåðèé äèíàìè÷åñêîé 

ýêâèâàëåíòíîñòè ðàñ÷åòíûõ ñõåì ïðîñòðàíñòâåííî ðàçâèòîãî 

ïåðèôåðèéíîãî ýëåìåíòà êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà (ÊÀ) âèäà óïðóãîé 

áàëêè è âèäà öåïè øàðíèðíî ñâÿçàííûõ òâåðäûõ òåë, îñíîâàííûé íà 

ñðàâíåíèè ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé [7–8]. 

Êðèòåðèé äèíàìè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè 

Ðàññìîòðèì êîñìè÷åñêèé êîìïëåêñ, ñîñòîÿùèé èç æåñòêîãî 

êîðïóñà, ìîäåëèðóåìîãî òâåðäûì òåëîì, è ïðèñîåäèíåííîãî 

ïåðèôåðèéíîãî ýëåìåíòà (âûäâèæíîé øòàíãè, ôåðìû, ïàíåëè 

ñîëíå÷íîé áàòàðåè), ìîäåëèðóåìîãî áàëêîé, èëè öåïüþ òåë. Ïîäîáíûå 
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ìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ 

óïðóãèõ äâèæåíèé ïåðèôåðèéíîãî ýëåìåíòà íà äèíàìèêó êîìïëåêñà 

[1–3, 7–9]. Ðàçäåëèì äâèæåíèå ñèñòåìû íà ïåðåìåùåíèå ÊÀ ñ 

"îòâåðäåâøèì" ïåðèôåðèéíûì ýëåìåíòîì êàê òâåðäîãî òåëà, è 

äâèæåíèå ñèñòåìû, îáóñëîâëåííîå óïðóãèìè êîëåáàíèÿìè 

ïåðèôåðèéíîãî ýëåìåíòà. Ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ìîæåò áûòü 

îõàðàêòåðèçîâàíà äâèæåíèåì ñèñòåìû êîîðäèíàò  , ñâÿçàííîé ñ 

íåäåôîðìèðîâàííûì êîìïëåêñîì "ÊÀ–ïåðèôåðèéíûé ýëåìåíò", ïî 

îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Âòîðàÿ 

ñîñòàâëÿþùàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ èçìåíåíèåì âñëåäñòâèå äåôîðìàöèé 

ïåðèôåðèéíîãî ýëåìåíòà êîîðäèíàò òî÷åê êîìïëåêñà "ÊÀ–

ïåðèôåðèéíûé ýëåìåíò" â ñèñòåìå  . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì 

ðàññìàòðèâàòü ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ïåðèôåðèéíîãî ýëåìåíòà. 

Äâèæåíèå êîìïëåêñà â öåëîì áóäåì ïîëàãàòü òàêèì, ÷òî 

îáåñïå÷èâàåòñÿ ìàëîñòü óïðóãèõ îòêëîíåíèé òî÷åê îò 

íåäåôîðìèðîâàííîãî ïîëîæåíèÿ, ò.å. âîçìîæíà ëèíåàðèçàöèÿ 

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå êîîðäèíàò  . Äàëåå 

îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïëîñêîãî ñëó÷àÿ. 

ßâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì òðåáîâàíèå ðàâåíñòâà ìàññîâî-èíåðöèîííûõ 

õàðàêòåðèñòèê "îòâåðäåâøèõ" ðàñ÷åòíûõ ñõåì "ÊÀ–áàëêà" è "ÊÀ–

öåïü òåë". Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ óïðóãèõ äâèæåíèé äîñòàòî÷íî 

ðàññìîòðåòü äâèæåíèå ïåðèôåðèéíîãî ýëåìåíòà ïî îòíîøåíèþ ê 

ñèñòåìå êîîðäèíàò XYZ ïîä äåéñòâèåì ñèëû è ìîìåíòà, 

ïðèëîæåííûõ ñî ñòîðîíû ÊÀ â òî÷êå êðåïëåíèÿ, à òàêæå ñèë è 

ìîìåíòîâ, ïðèëîæåííûõ ê ïåðèôåðèéíîìó ýëåìåíòó èçâíå. 

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ïåðèôåðèéíîãî ýëåìåíòà, 

ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñîâîêóïíîñòü òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíî 

ñîåäèíåííûõ òâåðäûõ òåë, äâèæóùàÿñÿ â ïëîñêîñòè XOY 

èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò XYZ. Íà ðèñ. 1 îáîçíà÷åíî: 

iiiii Im0yxC ,),,,( , – ñîîòâåòñòâåííî öåíòð ìàññ, ìàññà è ìîìåíò 

èíåðöèè âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ ïåðïåíäèêóëÿðíî 

ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ, i –!" òåëà, 321i ,," ; 

),,( 0yxn 000  – òî÷êà êðåïëåíèÿ òåëà 1 ê ÊÀ; 

),,( 0yxr 00o  – ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè êðåïëåíèÿ îòíîñèòåëüíî 

íà÷àëà êîîðäèíàò; 
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),,( 0yxn 121212 , ),,( 0yxn 232323  – òî÷êè øàðíèðíîãî ñîåäèíåíèÿ 

òåë 1 è 2 è 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî; 

),,( 0yxn 333333  – òî÷êà ïðåäïîëàãàåìîãî ïðèñîåäèíåíèÿ 

ñëåäóþùåãî òåëà ê öåïè; 

1211 nnl " , 23122 nnl " , 33233 nnl "  – âåêòîðû, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç 

öåíòðû ìàññ ñîîòâåòñòâóþùèõ òåë, â äàëüíåéøåì äëÿ ìîäóëåé 

âåêòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå 321ili ,,, " ; 

 

Ðèñóíîê 1 – Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà óïðóãî äåôîðìèðóåìîãî ïåðèôåðèéíîãî 
ýëåìåíòà ÊÀ 

i#  – óãëû ìåæäó ïîëîæèòåëüíûìè íàïðàâëåíèÿìè îñè OX  è 

âåêòîðîâ il , îòñ÷èòûâàåìûå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, 321i ,," ; 

0T , 0M  – ñèëà è ìîìåíò, ïðèëîæåííûå ê òåëó 1 ñî ñòîðîíû ÊÀ â 

òî÷êå êðåïëåíèÿ 0n ; 

12T , 12M , 23T , 23M  – ñèëû è ìîìåíòû â øàðíèðàõ; 

*
iT , 

*
iM  – ãëàâíûé âåêòîð è ãëàâíûé ìîìåíò (âîêðóã öåíòðà ìàññ 

iC ) âíåøíèõ âîçìóùàþùèõ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê i–#$ òåëó, 

321i ,," ; 

Áóäåì ïîëàãàòü âîçíèêàþùèé â øàðíèðàõ óïðóãèé ìîìåíò 

ëèíåéíî çàâèñÿùèì îò óãëà ïîâîðîòà òåë äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà: 
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 ),(),( 322323211212 cMcM #$#"#$#"  (1) 

ãäå 2312 MM ,  – ïðîåêöèè ìîìåíòîâ â øàðíèðàõ íà îñü OZ , 

ñèñòåì% êîîðäèíàò XYZ ; 

2312 cc ,  – ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå óïðóãèå 

ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ øàðíèðîâ. 

Ðàâåíñòâà (1) çàïèñàíû â ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèÿ äèññèïàöèè 

ýíåðãèè â øàðíèðàõ. 

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå âåêòîðû: 
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Òàê êàê öåíòðû ìàññ òåë ðàñïîëîæåíû íà âåêòîðàõ il , èõ 

ïîëîæåíèå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî çàäàíèåì áåçðàçìåðíûõ 

êîýôôèöèåíòîâ ik , õàðàêòåðèçóþùèõ îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå îò 

íà÷àëà âåêòîðà il  äî öåíòðà ìàññ òåëà iÑ , 321i ,," . Òîãäà ðàäèóñû-

âåêòîðû öåíòðîâ ìàññ òåë: 

 .,, 332103221021101 lkllrrlklrrlkrr +++"++"+"  (3) 
Ñ ó÷åòîì (1-3) óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ðàññìàòðèâàåìîé öåïè òåë 

ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå: 
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 (4) 

ãäå zk  – îðò îñè OZ , ñèñòåìû êîîðäèíàò XYZ , ñèìâîëîì ""0  

îáîçíà÷åíî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. 
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Ýêâèâàëåíòíàÿ (4) ñèñòåìà ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 

íåçàâèñèìûõ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò 32100 yx ### ,,,,  èìååò âèä: 
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ãäå ** ,,, iyy0ixx0 TTTT  – ïðîåêöèè ñèë íà îñè OX  è OY , 321i ,," , 

*, i0 MM  – ïðîåêöèè ìîìåíòîâ íà îñü OZ , 321i ,," . 

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî èñõîäíîìó íåäåôîðìèðîâàííîìó ïîëîæåíèþ 

êîìïëåêñà ÊÀ–ïåðèôåðèéíûé ýëåìåíò ñîîòâåòñòâóåò ðàñïîëîæåíèå 

òî÷êè 0n  â íà÷àëå êîîðäèíàò è öåíòðîâ ìàññ íà îñè àáñöèññ. 

Î÷åâèäíî, ÷òî â îòñóòñòâèå ñèëîâûõ âîçäåéñòâèé äàííîå ïîëîæåíèå 

ïåðèôåðèéíîãî ýëåìåíòà áóäåò ðàâíîâåñíûì: 
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 (7) 

Ñèìâîëîì ""2  îáîçíà÷åíû îòêëîíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ 

ïåðåìåííûõ îò ïîëîæåíèÿ (6). Òàê êàê ðàññìàòðèâàþòñÿ îòêëîíåíèÿ 

îò íóëåâûõ çíà÷åíèé, ñèìâîë ""2  â äàëüíåéøåì îïóùåí. 

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (7), îïèñûâàþùåå äâèæåíèå 

ïåðèôåðèéíîãî ýëåìåíòà êàê òâåðäîãî òåëà âäîëü îñè àáñöèññ, íå 

çàâèñèò îò îñòàëüíûõ, è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ îòäåëüíî. 

Ââåäåì âåêòîðû ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ z , ñèëîâûõ âîçäåéñòâèé 

u  è êîîðäèíàò, õàðàêòåðèçóþùèõ âåðòèêàëüíîå ïåðåìåùåíèå è 

ïîâîðîò ñå÷åíèÿ, ïðèìûêàþùåãî ê ÊÀ, y  â ñîîòâåòñòâèè ñ 

ðàâåíñòâîì: 

 

,],[)(

,],,,,,,,[)(

,],,,,,,,[)(
******

T
10

T
321y3y2y10y0

T
32103210

ytyy

MMMTTTMTtuu

yytzz

#""

""

######"" !!!!

 

ãäå ""T  – ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ. 
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Òîãäà óðàâíåíèÿ (7) â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ìîãóò áûòü 

çàïèñàíû â âèäå: 

 
,

,

zCy

uBzAz

"

+"!

 (8) 

ãäå A , B  è C  – ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç êîýôôèöèåíòîâ 

ñèñòåìû (7). 

Îáîçíà÷èì èçîáðàæåíèÿ ïî Ëàïëàñó âåêòîðîâ z , u  è y  

ñîîòâåòñòâåííî Z , U  è Y : 

 )}({)()},({)()},({)( tyLsYtuLsUtzLsZ """   
ãäå s  – ïåðåìåííàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. 

Ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ óðàâíåíèÿ (8) â èçîáðàæåíèÿõ 

ïî Ëàïëàñó: 

 
,-

,
.
/

$"

$"
$

$

),()()(

),()()(

sUAEsCsY

sUBAEssZ
1

1

 (9) 

ãäå E  – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 88 0 . 

Îáîçíà÷èì  

 1AEsCsW $$" )()( .  

Ìàòðèöà )(sW  ðàçìåðíîñòè 28 0  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó 

ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé ñèñòåìû. Âõîäíûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ 

êîìïîíåíòû âåêòîðà )(sU , âûõîäíûìè – êîìïîíåíòû âåêòîðà )(sY . 

Çàïèøåì âåêòîð u  â âèäå: 

 ],,,,,[],,[,],[ ******
321y3y2y120y01

T
21 MMMTTTuMTuuuu """ , (10) 

òîãäà 

 
3 4
3 4.)()(

,)()(

tuLsU

tuLsU

22

11

"

"
 

Ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöó )(sW  ìîæíî ïðåäñòàâèòü â áëî÷íîì 

âèäå: 

 )](),([)( sWsWsW 21" , (11) 

ãäå )(sW1  èìååò ðàçìåðíîñòü 22 0 , à )(sW2  – ðàçìåðíîñòü 26 0 . 

Ïåðåïèøåì âòîðîå ðàâåíñòâî èç (9) ñ ó÷åòîì (10) è (11): 

 )()()()(
)(

)(
)](),([)( sUsWsUsW

sU

sU
sWsWsY 2211

2

1
21 +"%

&

'
(
)

*
" . (12) 
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Ïî ñìûñëó ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé )(sW1  åñòü ìàòðèöà 

ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé îò âîçäåéñòâèé íà ïåðèôåðèéíûé ýëåìåíò ñî 

ñòîðîíû êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà, à ìàòðèöà )(sW2  – ìàòðèöà 

ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé îò âíåøíèõ âîçäåéñòâèé. Âûõîäíûìè 

âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà )(sY . 

Â ðàçâåðíóòîì âèäå ìàòðèöà )(sW1  îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì: 

 
%
%
&

'

(
(
)

*
"

#

#

)()(

)()(
)(

sWsW

sWsW
sW

1000

1y00y0

MyM

TyT

1 , (13) 

ãäå )(sW
0y0 yT  – ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ îò y0T  ê 0y , 

)(sW
00yM  – ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ îò 0M  ê 0y , 

)(sW
1y0T #  – ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ îò y0T  ê 1# , 

)(sW
10M #  – ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ îò 0M  ê 1# . 

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ âîçäåéñòâèé íà ïåðèôåðèéíûé 

ýëåìåíò èçâíå. Òîãäà âûðàæåíèå (12) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó: 

 )()()( sUsWsY 11" . 
Åñëè ó÷èòûâàòü äâà ïåðâûõ òîíà ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé, ñèñòåìà 

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïåðèôåðèéíîãî ýëåìåíòà âèäà óïðóãîé áàëêè 

ïîä äåéñòâèåì ñèëû è ìîìåíòà, ïðèëîæåííûõ â òî÷êå êðåïëåíèÿ, 

òàêæå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó: 

 )()(
~

)( sUsWsY 11" , 

ãäå )(
~
sW1  – ìàòðèöà ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé, ýëåìåíòû êîòîðîé 

èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è ýëåìåíòû ìàòðèöû )(sW1 : 

 
%
%

&

'

(
(

)

*
"

#

#

)(~)(~

)(~)(~

)(
~

sWsW

sWsW
sW

1000

1y00y0

MyM

TyT

1 . 

Îòìåòèì, ÷òî ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïåðåìåííûõ 0y , 1# , y0T , 0M  

ïðè ïåðåõîäå îò ðàñ÷åòíîé ñõåìû âèäà öåïè òåë ê ðàñ÷åòíîé ñõåìå 

âèäà óïðóãîé áàëêè ñîõðàíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî 

ìàòðè÷íûõ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé )(sW1  è )(
~
sW1  ÿâëÿåòñÿ 

ôîðìàëüíûì êðèòåðèåì äèíàìè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè 

ñîïîñòàâëÿåìûõ ðàñ÷åòíûõ ñõåì: 
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 )(
~

)( sWsW 11 " . (14) 
Âûïîëíåíèå (14) îçíà÷àåò îäèíàêîâîå äâèæåíèå ïðèìûêàþùåãî 

ê ÊÀ òîðöåâîãî ñå÷åíèÿ ïåðèôåðèéíîãî ýëåìåíòà, ïðåäñòàâëåííîãî 

áàëêîé è öåïüþ òåë, ïîä äåéñòâèåì ñèëû è ìîìåíòà, ïðèëîæåííîãî ñî 

ñòîðîíû ÊÀ, ò.å. îäèíàêîâîå ðàñ÷åòíîå âëèÿíèå íà äèíàìèêó 

êîìïëåêñà óïðóãèõ êîëåáàíèé èäåàëèçèðîâàííîãî ñîïîñòàâëÿåìûìè 

âàðèàíòàìè ðàñ÷åòíûõ ñõåì ïåðèôåðèéíîãî ýëåìåíòà. 

Âëèÿíèå êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ  ðàñ÷åòíîé ñõåìû âèäà öåïè 

òåë íà åå äèíàìè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàñ÷åòíîé ñõåìå âèäà 

óïðóãîé áàëêè 

Áóäåì ïîëàãàòü òåëà öåïè òâåðäûìè ñòåðæíÿìè – ôðàãìåíòàìè 

"îòâåðäåâøåé" áàëêè êðóãëîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ äëèíîé l  è 

ìàññîé m , ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïî äëèíå. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî 

ñîâïàäåíèå ìàññîâî-èíåðöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê "îòâåðäåâøèõ" 

ðàñ÷åòíûõ ñõåì. Öåíòðû ìàññ ðàñïîëîæåíû â ñåðåäèíàõ ñòåðæíåé 

( 50kkk 321 .""" ). &'($!)* +,(,-.*()/.)-) øàðíèðîâ îäèíàêîâû 

( ñññ 2312 "" ). Äëèíû ñòåðæíåé: 

 ,,
)(

kll
2

lk1
ll 231 "

$
""  

ãäå k  – îòíîñèòåëüíàÿ äëèíà ñðåäíåãî ñòåðæíÿ. 

Ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè (13) ïðåäñòàâèì â âèäå: 

 
))((

))((
2
2

22
1

2

2
rq2

22
rq1

2
rq

rq
ss

nsnsk
W

5+5+

++
" , (15) 

ãäå 21 55 ,  – ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû, 

rq2rq1rq nnk ,,  – ïàðàìåòðû ÷èñëèòåëåé ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé, 

r  – èíäåêñ óñèëèÿ, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ "" y0T  è "" 0M , 

q  – èíäåêñ ïåðåìåùåíèÿ, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ "" 0y  è 1# . 

Òîãäà óñëîâèÿ ïîëíîé äèíàìè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè (14) ìîãóò 

áûòü çàïèñàíû â âèäå: 

 ,,,~,~,~ 21jnnkk rqjrqjrqrqjj """5"5  (16) 

ãäå òèëüäîé îáîçíà÷åíû ïàðàìåòðû ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé, 

ñîîòâåòñòâóþùèå óïðóãîé áàëêå. Ïîëàãàÿ ýòè ïàðàìåòðû çàäàííûìè, 

ïðîàíàëèçèðóåì âèä çàâèñèìîñòåé ïàðàìåòðîâ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé 
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(16) äëÿ öåïè òåë êàê ôóíêöèé êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ kclm ,,,  

ðàñ÷åòíîé ñõåìû. 

Âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñèñòåìû èìåþò âèä: 

 

,
)(

)(),(

,
)(

)(),(

**

**

2222

2111

kk231kk

64
kk

ml

c

k3k211k

64
kk

ml

c

$$$
"55"5

$+$
"55"5

 (17) 

è èõ îòíîøåíèå çàâèñèò òîëüêî îò k : 

 
1k3

3kk

k

k

2

1

2

1

+

+
"

5

5
"

5
5

)(

)(
*

*

. (18) 

Ïîäîáíî ñîîòíîøåíèÿì (17) äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, 

ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ÷èñëèòåëåé ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé (15) 

òàêæå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ 

ñîìíîæèòåëåé, îäèí èç êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò k , à âòîðîé îò m , 

l  è c : 

 

.,

),(),(

),(),(

),(),(

),(),(

**

**

**

**

21j

kn
ml

c
nkk

ml

1
k

kn
ml

c
nkk

ml

1
k

kn
ml

c
nkk

ml

1
k

kn
ml

c
nkk

m

1
k

10101010

1y01y01y01y0

00000000

0y00y00y00y0

MjMjM2M

TjTjTT

yMjyMjyMyM

yTjyTjyTyT

"

""

""

""

""

####

####  (19) 

Âûðàæåíèÿ äëÿ âõîäÿùèõ â (19) îòìå÷åííûõ ñèìâîëîì "*" 

ñîìíîæèòåëåé, çàâèñÿùèõ îò k , äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêè. Óäîáíåå 

ïðîèçâîäèòü àíàëèç ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé, 

ïîëó÷åííûõ ïîñëå íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêè ÷èñëåííûõ 

çíà÷åíèé â (8) ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîãðàììíûõ 

èíñòðóìåíòîâ (íàïðèìåð, ïàêåòà ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì Control 

System Toolbox, âõîäÿùåãî â ñîñòàâ MatLAB), ìèíóÿ ñòàäèþ 

ñèìâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. 

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé 

)(* k15 , )(* k25 , )(* kn
0y0 yT1 , )(* kn

0y0 yT2 , )(* kk
0y0 yT . Èç ñîîòíîøåíèé (17–19) è 

ãðàôèêîâ íà ðèñ. 2 î÷åâèäíî, ÷òî ïðè çàäàííûõ m , l  è c  âûáîðîì, 
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íàïðèìåð, ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò )(* k15  è )(* k25  (èç äèàïàçîíà 

âîçìîæíûõ çíà÷åíèé), îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ âñå îñòàëüíûå 

ïàðàìåòðû ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé (15). 

 

Ðèñóíîê 2 – Çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé öåïè òåë îò 
îòíîñèòåëüíîé äëèíû ñðåäíåãî çâåíà 

Ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêóþ áàëêó ñî ñëåäóþùèìè 

êîíñòðóêòèâíûìè ïàðàìåòðàìè: 

 ..~,~,.~,~
2

11
3 ì

Í10062E
ì

êã7800ì0120dì15l 6""7""  (20) 

ãäå l~  – äëèíà áàëêè, 

d~  – äèàìåòð áàëêè, 

7~ – ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà áàëêè, 

E~  – ìîäóëü Þíãà ìàòåðèàëà áàëêè. 

Ïðèìåì, ÷òî äèàìåòð, ïëîòíîñòü è ìîäóëü Þíãà áàëêè 

ïîñòîÿííû ïî äëèíå. Òîãäà ìàññà áàëêè áóäåò ðàâíà êã23213m .~ " . 

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèåì ðàâåíñòâà ìàññîâî-èíåðöèîííûõ 

õàðàêòåðèñòèê "îòâåðäåâøèõ" ðàñ÷åòíûõ ñõåì, ïðèìåì äëÿ öåïè òåë: 

 .., êã23213mì15l ""   
Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èçãèáíûõ êîëåáàíèé áàëêè 

ïðè çíà÷åíèÿõ êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ (20): 



5 (58) 2008 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

14  ISSN 1562-9945 

 ñ
122574ñ

15331 21 .~,.~ "5"5 .  

Òå æå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû 

 ñ
122574ñ

15331 21 .,. "5"5   

áóäåò èìåòü öåïü òåë ïðè  
 ìÍ32551c269850k 6"" .,. .  

Ïðè ýòîì îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé áóäóò 

èìåòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: 

 

..,.

,.,.~~

,.,.~

,.,.

,.,.~~

,.,.~

,.,.~

,.,.~~

,.,.~

)(

ñ
115153nñ

157452n

ñ
145213nnñ

198372nn

ñ
179173nñ

151243n

ñ
156130nñ

146900n

ñ
178150nnñ

171050nn

ñ
109771nñ

106481n

ñìÍ
105410k

ñìÍ
111600k

ñÍ
117430kk

ñÍ
128230kk

ñÍ
ì73210k

ñÍ
ì90690k

1010

1y0001y000

0y00y0

1010

1y0001y000

0y00y0

1010

1y0001y000

0y00y0

M2M2

T2yM2T2yM2

yT22yT2

M1M1

T1yM1T1yM1

yT1yT1

2M2M

2TyM2TyM

2yT2yT

""

""""

""

""

""""

""

66
"

66
"

6
$""

6
$""

6
"

6
"

##

##

##

##

##

##

"

"

 

Ïîñêîëüêó íå âñå ðàâåíñòâà (16) âûïîëíÿþòñÿ òî÷íî, ìîæíî 

ãîâîðèòü î äîñòèæåíèè ÷àñòè÷íîé äèíàìè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè. 

Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîå îòëè÷èå íå 

ñîâïàäàþùèõ òî÷íî ïàðàìåòðîâ, ÷òî ãàðàíòèðóåò áëèçîñòü 

ñîïîñòàâëÿåìûõ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Áîëåå òî÷íîãî 

âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâ (16) ìîæíî äîñòè÷ü, íàïðèìåð, ââåäåíèåì 

äîïîëíèòåëüíûõ âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ 

ïåðåðàñïðåäåëåíèå ìàññû òåë öåïè áåç íàðóøåíèÿ ïðèíÿòûõ ðàíåå 

äîïóùåíèé î åå ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìàññîâî-èíåðöèîííûõ 

õàðàêòåðèñòèêàõ êàê òâåðäîãî òåëà. 

Âûâîäû 

Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå ïîäõîä ê ñîïîñòàâëåíèþ ðàñ÷åòíûõ ñõåì 

ñ ðàñïðåäåëåííûìè è ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè îðèåíòèðîâàí 

íà èñïîëüçîâàíèå ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè êîñìè÷åñêèõ 

àïïàðàòîâ ñ ïðîñòðàíñòâåííî ðàçâèòûìè äåôîðìèðóåìûìè 

ïåðèôåðèéíûìè ýëåìåíòàìè. Èñïîëüçîâàíèå àïïàðàòà ïåðåäàòî÷íûõ 
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ôóíêöèé îáåñïå÷èâàåò îïðåäåëåííóþ ñòåïåíü ãèáêîñòè ïðîöåäóðû 

âûáîðà êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ, ÷òî ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ 

ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíåíèÿ ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ ñðåäñòâ 

ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ïðîåêòèðîâàíèÿ 

êîñìè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ è ðàçðàáîòêè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Â 

÷àñòíîñòè, âîçìîæåí îïåðàòèâíûé àíàëèç âëèÿíèÿ èçìåíåíèé 

êîíñòðóêòèâíîãî îáëèêà äåôîðìèðóåìûõ ýëåìåíòîâ íà äèíàìèêó 

êîìïëåêñà â öåëîì. 

Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ 

äèíàìè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè áàëêè è öåïè òåë íåîáõîäèìî 

ââåäåíèå â ðàññìîòðåíèå äîïîëíèòåëüíûõ âàðüèðóåìûõ 

êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ òâåðäîòåëüíîé ðàñ÷åòíîé ñõåìû. 
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