
4 (57) 2008 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

ISSN 1562-9945  23 

ÓÄÊ 539.3 
Ï.À.Ñòåáëÿíêî  

Î ÌÅÒÎÄÅ  ÐÅØÅÍÈß ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÇÀÄÀ× 

ÒÅÐÌÎÌÅÕÀÍÈÊÈ ÓÏÐÓÃÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ 

ÒÅÐÌÎ×ÓÂÑÒÂÈÒÅËÜÍÛÕ ÝËÅÊÒÐÎÏÐÎÂÎÄÍÛÕ ÒÅË 

Ââåäåíèå. Ïðåäëîæåí îðèåíòèðîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà 

ïîêîìïîíåíòíîãî ðàñùåïëåíèÿ  âàðèàíò ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè 

êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â 

ýëåêòðîïðîâîäíûõ òåëàõ, íàõîäÿùèõñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì 

êâàçèóñòàíîâèâøèõñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé, ñ ó÷åòîì 

òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ, óïðóãî-

ïëàñòè÷åñêîãî õàðàêòåðà äåôîðìèðîâàíèÿ è íåëèíåéíîñòè 

çàâèñèìîñòåé èíäóêöèé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé îò 

ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðÿæåííîñòåé è òåìïåðàòóðû. Ìîäåëü îñíîâàíà 

íà òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ìàòåðèàëüíîãî 

êîíòèíóóìà, óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà äëÿ òåðìî÷óâñòâèòåëüíûõ 

íàìàãíè÷èâàþùèõñÿ è ïîëÿðèçóþùèõñÿ òåë, çàâèñèìîñòÿõ òåîðèè 

òåïëîïðîâîäíîñòè è íåèçîòåðìè÷åñêîé òåðìîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè. 

Âëèÿíèå ïîëÿ ó÷òåíî ÷åðåç îáúåìíûå òåïëîâûäåëåíèÿ, 

ïîíäåðîìîòîðíûå ñèëû è ìîìåíòû. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ýëåêòðîïðîâîäíîãî 

òåëà è âíåøíåé ñðåäû îïèñûâàåò ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà [1-3]. 

Äëÿ îáëàñòè òåëà 
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Çäåñü  T – òåìïåðàòóðà; 6 7Tcc #  – îáúåìíàÿ òåïëîåìêîñòü; 

6 7T5#5 – êîåôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè; W  – ìîùíîñòü èñòî÷íèêîâ 

òåïëà; EH ,  – âåêòîðû íàïðÿæåííîñòåé ìàãíèòíîãî è ýëåêòðè÷åñêîãî 

ïîëåé; DB ,  – ìàãíèòíàÿ è ýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóêöèè;  j – ïëîòíîñòü 

òîêîâ; -  – îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ;  0j  ³ 0-  – 

çàäàíûå ôóíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè; 
&
%  – îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà;  

r – ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè; /
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,  îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî 

îïåðàöèè ðîòîðà è äèâåðãåíöèè. 

Îñíîâíîé çàäà÷åé íåñòàöèîíàðíîé òåîðèè 

òåðìîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé 

(ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé) è êîìïîíåíò òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è 

äåôîðìàöèé, âîçíèêàþùèõ â ïðîñòðàíñòâåííîì òåëå â ïðîöåññå åãî 

íàãðóæåíèè , êîãäà íåêîòîðûå ýëåìåíòû òåëà ðàáîòàþò çà ïðåäåëîì 

óïðóãîñòè ìàòåðèàëà. Ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ, â òîì ÷èñëå è ïðè 

ïîìîùè åëåêòðîìàãíèòíûõ ôîêòîðîâ, áóäåì ðàññìàòðèâàòü 

ðàçâèâàþùèìñÿ âî âðåìåíè. Ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè 

ìàòåðèàëà çàäàþòñÿ â âèäå ìãíîâåííûõ äèàãðàìì ðàñòÿæåíèÿ 

îáðàçöîâ. 

Èñõîäÿ èç ïåðå÷èñëåííîãî, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü äâåíàäöàòü 

ñîñòàâëÿþùèõ åëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, òåìïåðàòóðó, òðè 

ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé, øåñòü êîìïîíåíò 

òåíçîðà íàïðÿæåíèé è øåñòü êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèé. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ 28 íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé 

âðåìåíè è òðåõ êîîðäèíàò. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ 

óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà, óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè, óðàâíåíèÿìè 

äâèæåíèÿ, ãåîìåòðè÷åñêèìè è ôèçè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè [3,5,9]. 

Ïðè ðåøåíèè íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè â òåõ 

÷àñòÿõ òåëà, ãäå âîçíèêàþò íåîáðàòèìûå äåôîðìàöèè, áóäåì 

ïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè, îïèñûâàþùèìè 

ïðîöåññû íàãðóæåíèÿ êàê ïî ïðÿìîëèíåéíûì òðàåêòîðèÿì, òàê è ïî 

òðàåêòîðèÿì äåôîðìèðîâàíèÿ ìàëîé êðèâèçû. 

Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðåøàåòñÿ ïðè 

îïðåäåëåííûõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. 
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Ìåòîä ðåøåíèÿ.  Ïðèâåäåì ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ê âèäó 
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- âåêòîð, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî  áóäóò:  

- ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòåé ìàãíèòíîãî è 

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëåé   (w01=Í1;  w02=Í2; w03=Í3; w04=Å1;  w05=Å2;  

w06=Å3 .); 

- ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðîâ  ìàãíèòíîé è ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè 

(w07=Â1;  w08=Â2; w09=Â3; w10=D1;  w11=D2;  w12=D3); 

-   òåìïåðàòóðà (w13= Ò); 

-   ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé (w14=v1;  w15=v2; w16=v3 .); 

- ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé (w17=:11;  

w18=:22;  w19=:33 ;  w20= 12;  w21= 13;  w22= 23 ; w23=!11;  w24=!22;  w25=!33 ;  

w26=!12;  w27=!13;  w28=!23. ). 

Äëÿ ðåøåíèÿ âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (8) èñïîëüçóåì ìåòîä 

ïîêîìïîíåíòíîãî ðàñùåïëåíèÿ [4, 5]. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñåòêó ïî 

âðåìåíè ;r  ñ ó÷åòîì äðîáíîãî øàãà. 
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Ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (8) Ïèñìàíà, 

Ðý÷ôîðäà, Äóãëàñà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà òàê   [6-8].   
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Çäåñü è äàëåå  1321 #!! BBB . 

Ðåøåíèå ðàñùåïëåííîé ñèñòåìû (10) áóäåì îïðåäåëÿòü ïðè 

ïîìîùè ñëåäóþùåãî èíòåðïîëÿöèîííîãî âûðàæåíèÿ 
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Çäåñü 21 , 99 ## yx  - íà ïåðâîì äðîáíîì øàãå ïî âðåìåíè, 

32 , 99 ## yx  - íà âòîðîì äðîáíîì øàãå ïî âðåìåíè è 13 , 99 ## yx  - íà 

òðåòüåì äðîáíîì øàãå ïî âðåìåíè. ×åðåç ijW
!

îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ 

èñêîìûõ ôóíêöèé â óçëàõ êîîðäèíàòíîé ñåòêè. Âûðàæåíèÿ äëÿ 



4 (57) 2008 “Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè” 

26  ISSN 1562-9945 

ôóíêöèé 6 7yxFij ;  ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [6-8] êàê äëÿ ñëó÷àÿ 

èñïîëüçîâàíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ñïëàéíîâ òðåòüåé ñòåïåíè ïî 

êàæäîé èç êîîðäèíàò, òàê è äëÿ ñëó÷àÿ ïðèìåíåíèÿ íàïðÿæåííûõ 

ñïëàéíîâ. 

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ïî 

êîîðäèíàòàì íà êàæäîì äðîáíîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè 

îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè âûðàæåíèÿ äëÿ äâóõìåðíîãî ñïëàéíà 

Òîãäà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ 

âåêòîðíûõ  óðàâíåíèé (10) ìîæíî çàïèñàòü òàêèå âûðàæåíèÿ 
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Îòìåòèì, ÷òî ïî àíàëîãèè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû  [5], ôîðìóëû 

(12) ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì 

ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà â îáëàñòÿõ ðàñïîëîæåííûõ 

íåïîñðåäñòâåííî íà ãðàíèöå òåëà ( ) ( ) ( ) ( )MMNN yyyxxxyyyxxx ;,;,;,;
111010 '' ,,,,  

è ñîñåäíèõ ñ íèìè îáëàñòÿõ ( ) ( ) ( ) ( )
12122121

;,;,;,; '''' ,,,, MMNN yyyxxxyyyxxx . 

Âî âñåõ îñòàëüíûõ ÿ÷åéêàõ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè äëÿ ýòîé öåëè 

íóæíî ïîëüçîâàòüñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé (ïîëó ñóììîé) 

ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé  èç (12), çàïèñàííûõ â ñîñåäíèõ 

îáëàñòÿõ. 

Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû ÿâíîé ñõåìû ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ äëÿ 

îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí ìîæíî çàïèñàòü òàê 
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Îíè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâåííî òðåòèé  ïîðÿäîê 

àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà ïî êîîðäèíàòàì [6]. 
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Âûâîäû. Ðàçðàáîòàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïîêîìïîíåíòíîãî 

ðàñùåïëåíèÿ è ïðåäñòàâëåíèÿ âñåõ èñêîìûõ âåëè÷èí â âèäå 

äâóõìåðíûõ ñïëàéíîâ ðàçíîñòíûé àëãîðèòì, êîòîðûé îïèñûâàåò 

ýëåêòðîìàãíèòíûå, òåïëîâûå è ìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû. Ïîëó÷åíû 

îöåíêè ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ 

ýëåêòðîìàãíèòíîãî, òåìïåðàòóðíîãî è ìåõàíè÷åñêîãî ïîëåé. 
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