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ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÕ 

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïëàñòèí, ïîëó÷åííûå â óòî÷í¸ííîé 

ïîñòàíîâêå, ñðàâíèòåëüíî ñëîæíû. Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü Êèðõãîôà 

ñóùåñòâåííî èõ óïðîùàåò, íî íå îòðàæàåò, â äîëæíîé ìåðå, âñå 

ñâîéñòâà óòî÷í¸ííîé ìîäåëè, ïîýòîìó, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, 

öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü óñîâåðøåíñòâîâàííóþ òåîðèþ, 

ó÷èòûâàþùóþ äåôîðìàöèè ñäâèãà è èíåðöèþ âðàùåíèÿ [1]. Ðÿä 

ïîñòàíîâîê çàäà÷ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ 

äâèæåíèÿ ïëàñòèíû íå â äåêàðòîâûõ, à â öèëèíäðè÷åñêèõ 

êîîðäèíàòàõ , ,r z" . Îïèðàÿñü íà îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ýòîé òåîðèè, 

èçëîæåííîé â [1,2], ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïëàñòèíû â 

öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. 

Èñïîëüçóåì ïðè ýòîì ñëåäóþùèå ãèïîòåçû:  

Ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåíèÿ zz#  ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè 

ñîñòàâëÿþùèìè, ïîýòîìó ïîëàãàåì 0zz# $ .  

Òî÷êè, ëåæàùèå â ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû ñîâåðøàþò 

ïåðåìåùåíèÿ w  (ââåðõ èëè âíèç ïî íàïðàâëåíèþ îñè Oz ), à 

ïåðåìåùåíèÿ u (â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè) è %  (â îêðóæíîì 

íàïðàâëåíèè) ñ÷èòàþòñÿ ìàëûìè è íå ó÷èòûâàþòñÿ. 

  

Ðèñóíîê 1 Ðèñóíîê 2 
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Ïðÿìîëèíåéíûé íîðìàëüíûé ýëåìåíò, ïåðâîíà÷àëüíî 

ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê ñðåäèííîé ïëîñêîñòè äî äåôîðìàöèè, íå 

îñòà¸òñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûì ê íåé ïîñëå äåôîðìàöèè, à 

ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà íåêîòîðûé óãîë, íå èñêðèâëÿÿñü è íå èçìåíÿÿ 

ñâîåé äëèíû (ðèñ. 1). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ãèïîòåçîé ìîæíî ïðèíÿòü 

zz
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w
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. Êðîìå òîãî, ìîæíî çàïèñàòü 

 ) * ) * ) *, , , , , , , ,ru z x y t z x y t w w x y t"+ % +( ( ( , (1) 

ãäå ôóíêöèè ,r "+ +  ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîâîðîòû 

îòíîñèòåëüíî ðàäèàëüíîãî è îêðóæíîãî íàïðàâëåíèÿ. 

Ôóíêöèÿ w  òàêæå äîëæíà çàâèñåòü îò z . Ïîçäíåå ýòó 

çàâèñèìîñòü ó÷ò¸ì çàìåíîé ìîäóëÿ ñäâèãà G  íà  

 G kG, ( , (2) 
ãäå k  – ñäâèãîâûé êîýôôèöèåíò Òèìîøåíêî. 

Ðàññìîòðèì ïëàñòèíó òîëùèíîé 2h . Âûðåæåì èç ïëàñòèíû 

öèëèíäðè÷åñêèé ýëåìåíò (ðèñ.2). Ñîâìåñòèì åãî îñü âðàùåíèÿ ñ îñüþ 

Oz . Ïóñòü ñðåäèííàÿ ïëîñêîñòü ïëàñòèíû ïðîõîäèò ÷åðåç 0z ( . Ïðè 

èçãèáå â ïëàñòèíå äåéñòâóþò íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ – ðàäèàëüíîå 

rr#  è îêðóæíîå ""#  è êàñàòåëüíûå , ,r rz z" "- - - . Íàïðÿæåíèÿ , ,rr r"" "# # -  

èçìåíÿþòñÿ ïî òîëùèíå ïëàñòèíû ïî ëèíåéíîìó çàêîíó ñ 

íàèáîëüøèìè çíà÷åíèÿìè âáëèçè âíåøíèõ ïîâåðõíîñòåé ïëàñòèíû. 

Êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ,rz z"- -  èçìåíÿþòñÿ ïî òîëùèíå ïî 

ïàðàáîëè÷åñêîìó çàêîíó. Ââèäó îòñóòñòâèÿ êàñàòåëüíûõ íàãðóçîê íà 

âíåøíèõ ïîâåðõíîñòÿõ z h( .  ïîëó÷èì 

 0rz z"- -( ( . (3) 

Âûäåëèì èç ïëàñòèíû ýëåìåíò ñ ðàçìåðàìè 2 , ,h dr rd" . 

Îáîçíà÷èì ýëåìåíòàðíûå ïëîùàäêè ýòîãî ýëåìåíòà: dF drdz" (  – 

ðàäèàëüíóþ, rdF rd dz"(  – îêðóæíóþ. Åñëè øèðèíà êàæäîé 

ïëîùàäêè ïëîùàäêè 1, òî íà ïëîùàäêå 1dF dz" ( /  äåéñòâóþò ñèëû: 

, ,r zdz dz dz"" " "# - - , à íà 1rdF dz( /  – ñèëû , ,rr r rzdz dz dz"# - - . Îíè 

ñîçäàþò áåñêîíå÷íî ìàëûå íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå ñèëû è 

ìîìåíòû îòíîñèòåëüíî îñåé ,rn dF s dF"0 0 , çàäàþùèõ ðàäèàëüíîå è 

îêðóæíîå íàïðàâëåíèÿ. Ðàññìàòðèâàÿ ñèëû è ìîìåíòû, 

ïðèõîäÿùèåñÿ íà åäèíèöó øèðèíû ïëîùàäêè è ñóììèðóÿ èõ ïî 

òîëùèíå ïëàñòèíû, ïîëó÷èì: 
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ñäâèãàþùèå ñèëû 
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Ïîëó÷èì ôîðìóëû ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëÿòü ñèëû è ìîìåíòû (4) 

– (8) ÷åðåç ôóíêöèè (1). 

Ñîãëàñíî [3, 4] â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:  

ñîñòàâëÿþùèå äåôîðìàöèè 
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Óìíîæèì âûðàæåíèÿ (10) ñîäåðæàùèå , ,rr r"" "& & &  íà 
3
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2
z

h
 è 

ïðîèíòåãðèðóåì ïî òîëùèíå ïëàñòèíû. Ó÷èòûâàÿ (5) è (6) è òî, ÷òî 

0zz# $ , ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì 
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D  – öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû 
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Óìíîæèì âûðàæåíèÿ (15) íà 
1

2h
 è ïðîèíòåãðèðóåì ïî òîëùèíå 

ïëàñòèíû. Ó÷èòûâàÿ (4), ïîëó÷èì 
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Èç (10), ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0zz# $ , ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì 
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Ïîäñòàâèì (18) â (7) è ó÷ò¸ì (9). Ïðîèíòåãðèðîâàâ, ïîëó÷èì 
 0rN ( ,   0N" ( . (19) 

Ó÷èòûâàÿ (9) è (10), âû÷èñëèì èíòåãðàë (8). Ïîëó÷èì 
 0rS S"( ( . (20) 

Òàêæå íàéä¸ì èíòåãðàëû (13) è (17), ó÷èòûâàÿ (9) è (10). 

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì 
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Òîãäà âûðàæåíèÿ (11), (12) è (16) ñ ó÷åòîì (21) ïðèìóò âèä 
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìåþò âèä 

[3, 4] 
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Ïóñòü îáå âíåøíèå ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû ïàðàëëåëüíûå 

ñðåäèííîé ïëîñêîñòè íîðìàëüíî íàãðóæåíû, òî åñòü 
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Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (1.26) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (1.22). 
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×ëåíû óðàâíåíèé (27), ñîäåðæàùèå G, , õàðàêòåðèçóþò 
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èíåðöèè âðàùåíèÿ. 
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