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Ðîçãëÿäàºòüñÿ âíóòð³øíÿ ïðîñòîðîâà çàäà÷à äëÿ ïðóæíî¿ 

íåîäíîð³äíîãî ñôåðè ïðè ñèìåòðè÷íîìó íàâàíòàæåíí³. Â³äïîâ³äí³ 

îäíîð³äí³ çàäà÷³ ðîçâ’ÿçàí³ àíàë³òè÷íî òî÷íî â ðîáîòàõ [1], [2], ïðè 

öüîìó êîìïîíåíòè ïåðåì³ùåíü òà íàïðóæåíü ìàþòü âèãëÿä ðÿä³â ïî 

ïîë³íîìàì Ëåæàíäðà. Íåîäíîð³äí³ñòü ìàòåð³àëó ñóòòºâî óñêëàäíþº 

ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîñòîðîâèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, à îòðèìàòè 

àíàë³òè÷í³ ðîçâ’ÿçêè, ÿê ïðàâèëî, âäàºòüñÿ ïðè äåÿêèõ îáìåæåííÿõ 

àáî ïðè çàñòîñóâàííÿì íàáëèæåíèõ ìåòîä³â [3].  

Â ðîáîò³ ïðåäñòàâëåíî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ äëÿ íåîäíîð³äíî¿ ñôåðè 

ïðè ³äåàëüíîìó êîíòàêò³ ì³æ ï³âñôåðàìè. Äîñë³äæåíî íàïðóæåíî - 

äåôîðì³âíèé ñòàí íåîäíîð³äíî¿ ñôåðè ó âèïàäêó, êîëè íà ¿¿ ïîâåðõí³ 

çàäàíî ñèìåòðè÷íå íàâàíòàæåííÿ. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ïîð³âíþþòüñÿ 

³ç â³äîìèìè [1]. 

Ðîçãëÿíåìî ïðóæíó ñôåðó, ùî ðîçä³ëåíà ïëîùèíîþ 
2

!
" #  íà äâ³ 

ï³âñôåðè (âåðõíþ òà íèæíþ), ì³æ ÿêèìè âèêîíóþòüñÿ óìîâè 

³äåàëüíîãî êîíòàêòó. Ââåäåìî ñôåðè÷íó ñèñòåìó êîîðäèíàò $" ,,R ,  

ïðè öüîìó: 00 RR %% , !" %%0 , !$ 20 %% . Ó âèïàäêó ñèìåòðè÷íî 

íàâàíòàæåíîãî ò³ëà  îáåðòàííÿ ÿâèùå äåôîðìàö³¿ â³äáóâàºòüñÿ 

îäíàêîâî ó âñ³õ ìåðèä³àííèõ ïëîùèíàõ ( const#$ ). Òîä³ êîìïîíåíòè 

íàïðóæåíü òà ïåðåì³ùåíü íå áóäóòü çàëåæàòè â³ä êóòà $ . Ïðè öüîìó 

ââàæàòèìåìî, ùî âåðõí³é ï³âñôåð³ â³äïîâ³äàº ïðóæíèé ìàòåð³àë ç³ 

ñòàëèìè 11,Gm , à íèæí³é – 22 ,Gm , äå m - ÷èñëî Ïóàññîíà, G - ìîäóëü 

çñóâó. 

Âèõîäÿ÷è ç ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ó ôîðì³ 

Ïàïêîâè÷à-Íåéáåðà, çàïèøåìî âèðàçè ïðîåêö³é ïåðåì³ùåíü íà îñ³ 

ñôåðè÷íî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ó âèãëÿä³: 
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äå "BBR,  - ôóíêö³¿, ùî ìàþòü âèãëÿä [1]: 
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À ôóíêö³þ 0B  â äàí³é ðîáîò³ ïðîïîíóºòüñÿ âèáðàòè ó íàñòóïíîìó 

âèãëÿä³: 
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Çàïèøåìî ôîðìóëè, ÿê³ äàþòü âèðàçè äëÿ íàïðóæåíü ó 

ñôåðè÷í³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò, êîëè ïåðåì³ùåííÿ "uuR , íå çàëåæàòü 
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Íåõàé íà ïëîùèí³ 
2

!
" #  âèêîíóþòüñÿ óìîâè ³äåàëüíîãî 

êîíòàêòó, ÿê³ çàïèøåìî ó âèãëÿä³: 

 ;21
RR uu #  ;21

"" )) #  (4) 

 ;21
"" uu #      21

"" )) RR #  (5) 

Â öèõ âèðàçàõ òóò ³ äàë³ âåðõí³ ³íäåêñè 1 òà 2 âêàçóþòü íà 

êîìïîíåíòè ïåðåì³ùåíü òà íàïðóæåíü, ÿê³ â³äíîñÿòüñÿ äî âåðõíüî¿ òà 

íèæíüî¿ ï³âñôåð â³äïîâ³äíî. 

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè íà ïîâåðõí³ ñôåðè çàäàíî 
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äå 11 , ")) RR - íàïðóæåííÿ, ÿê³ çàäàí³ íà âåðõí³é ï³âñôåð³, à 

22 , ")) RR - íà íèæí³é. Â öèõ ôîðìóëàõ q  - äîâ³ëüíà ñòàëà. Ïðè 

öüîìó íàïðóæåííÿ ")) RR ,  ââàæàþòüñÿ äîäàòíèìè, êîëè 

íàâàíòàæåííÿ íàïðàâëåíî â á³ê çðîñòàííÿ R  (â³ä öåíòðà ñôåðè)  ³ 

â³äïîâ³äíî êóòà " . 

ßêùî ó âèðàçàõ (1), (2) ïîêëàñòè n=1 , òî îòðèìàºìî 
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Âèðàçè äëÿ íàïðóæåíü çíàõîäèìî ï³äñòàâèâøè (8), (9) â (3). 

Ïðè öüîìó, óìîâè êîíòàêòó áóäóòü âèêîíóâàòèñü, ÿêùî ó âèðàç³ 

(8) ïîêëàñòè 
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Ãðàíè÷í³ óìîâè (6), (7) áóäóòü âèêîíóâàòèñü ïðè óìîâ³  
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Ðîçâ’ÿçàâøè ð³âíÿííÿ (10), (11), îòðèìàºìî íàñòóïí³ ÷àñòèíí³ 

ðîçâ’ÿçêè 
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ßê âèäíî ç ïðèâåäåíèõ âèðàç³â, íàïðóæåííÿ â äàíîìó âèïàäêó íå 

çàëåæàòü â³ä ðàä³óñà R  ³ çàëèøàþòüñÿ äëÿ êîæíîãî ô³êñîâàíîãî êóòà 

"  îäíàêîâèìè (ïî ìîäóëþ) äëÿ âåðõíüî¿ òà íèæíüî¿ ï³âñôåð. Îäíàê, 

ïåðåì³ùåííÿ äëÿ âåðõíüî¿ òà íèæíüî¿ ï³âñôåð çàëåæàòü ÿê â³ä êóòà 

" , òàê ³ â³ä ðàä³óñà ³  â³äð³çíÿþòüñÿ îäíå â³ä îäíîãî (ïðè êîæíîìó 

ô³êñîâàíîìó çíà÷åíí³ "  òà R ) íà âåëè÷èíó, ÿêà çàëåæèòü â³ä ìîäóëÿ 

çñóâó ìàòåð³àëó. ßêùî, íàïðèêëàä, 
21
GG  , òî ïåðåì³ùåííÿ äëÿ 

âåðõíüî¿ ï³âñôåðè áóäóòü ìåíøèìè íà âåëè÷èíó, ùî ïðîïîðö³éíà 

21

21

GG

GG
q

&
 â³ä ïåðåì³ùåíü íèæíüî¿ ï³âñôåðè, ùî â³äïîâ³äàº 

ìåõàí³÷íèì âëàñòèâîñòÿì ìàòåð³àëó. 

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí ÷àñòèííèé âèïàäîê. ßêùî ó âèðàçàõ (1), (2) 

ïîêëàñòè n=0 , òî ïî àíàëîã³¿ äî [1] îòðèìàºìî äðóãèé ÷àñòèííèé 

ðîçâ’ÿçîê: 
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â³äïîâ³äí³ íàïðóæåííÿ áóäóòü äîð³âíþâàòè íóëþ. Óìîâè êîíòàêòó 

áóäóòü âèêîíóâàòèñü , ÿêùî â îñòàíí³õ âèðàçàõ ïîêëàñòè: 
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Òîä³, ç âðàõóâàííÿì (13) âèðàçè äëÿ ïåðåì³ùåíü ñï³âïàäàþòü ç 

ðåçóëüòàòàìè, ùî îòðèìàí³ â ðîáîò³ [1].  

Ïðè öüîìó, ñë³ä â³äì³òèòè, ùî ñèñòåìà íàïðóæåíü, ÿêà 

ðîçïîä³ëåíà ïî ïîâåðõí³ ñôåð³ 0RR #  ñòàòè÷íî åêâ³âàëåíòíà íóëþ. 

Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïåðåêîíàòèñü, ùî ïðîåêö³ÿ ãîëîâíîãî âåêòîðà íà 

â³ñü z  äîð³âíþº íóëþ: 
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Ï³äñòàâèâøè (12) â îñòàíí³é âèðàç, íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî 

äàíèé ³íòåãðàë äîð³âíþº íóëþ. 

Òàêèì ÷èíîì, â ðîáîò³ îòðèìàíî ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî 

äåôîðìàö³þ ñèìåòðè÷íî íàâàíòàæåíî¿ íåîäíîð³äíî¿ ïðóæíî¿ ñôåðè 

ïðè ³äåàëüíîìó êîíòàêò³ ì³æ ï³âñôåðàìè. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè 

ïîêàçóþòü, ùî ïåðåì³ùåííÿ äëÿ âåðõíüî¿ òà íèæíüî¿ ï³âñôåð 

çàëåæàòü â³ä ïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àëó, ç ÿêèõ âèãîòîâëåí³ 

ï³âñôåðè. Â ÷àñòèííîìó âèïàäêó îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ñï³âïàäàþòü ç 

â³äîìèìè [1]. 
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