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ÄÈÑÏÅÐÑ²ß ÀÊÓÑÒÈ×ÍÈÕ ÕÂÈËÜ Ê²ËÎÃÅÐÖÅÂÎÃÎ 

Ä²ÀÏÀÇÎÍÓ Â Ô²ÁÐÈËÜÍÈÕ ÍÈÒÊÀÕ 

Àêóñòè÷í³ ìåòîäè äîñë³äæåííÿ ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ âëàñòèâîñòåé 

ïîë³ìåðíèõ ³ êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â íàëåæàòü äî íàéá³ëüø 

³íôîðìàòèâíèõ ³ îõîïëþþòü øèðîêèé ÷àñòîòíèé ³íòåðâàë. 

²äåíòèô³êàö³ÿ ðåçóëüòàò³â âèì³ðþâàíü, ùî ñïèðàºòüñÿ íà ô³çè÷í³ 

ìîäåë³ õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â, çàëåæèòü â³ä ñòóïåíÿ íåîäíîð³äíîñò³ 

ìàòåð³àëó ³ ÷àñòîò çáóðåííÿ. Òåîð³ÿ ïîøèðåííÿ àêóñòè÷íèõ õâèëü 

ê³ëîãåðöåâîãî ä³àïàçîíó â ô³áðèëüíèõ íèòêàõ ´ðóíòóºòüñÿ íà 

ïðèíöèï³ ãîìîãåí³çàö³¿ êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â ³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ 

àí³çîòðîïíîãî òâåðäîãî ò³ëà. 

Ô³áðèëüíà íèòêà º ñóö³ëüíèì êðóãîâèì öèë³íäðîì ç ä³àìåòðîì 

2 2r . Â öèë³íäðè÷í³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò zor! , â³ñü oz  ÿêî¿ ñï³âïàäàº ç 

â³ññþ öèë³íäðó, ð³âíÿííÿ îñåñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü äåôîðìàö³é 

òâåðäîãî ò³ëà ìàþòü âèãëÿä 
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Ïðè äîâæèíàõ õâèëü, ùî çíà÷íî ïåðåâèùóþòü ðîçì³ðè 

íåîäíîð³äíîñò³ ñòðóêòóðè ìàòåð³àëó, ñïðàâåäëèâèé êîíòèíóàëüíèé 

îïèñ éîãî äåôîðìàòèâíèõ âëàñòèâîñòåé [2, 3]. Â òàêîìó âèïàäêó 

ô³çè÷í³ êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü ïîâ’ÿçàí³ ç ô³çè÷íèìè 

êîìïîíåíòàìè òåíçîðà äåôîðìàö³é ìàòåð³àëüíèìè ñï³ââ³äíîøåííÿì 
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Ð³âíÿííÿ (1) ³ (2) âèêîíóþòüñÿ ó âñ³õ âíóòð³øí³õ òî÷êàõ 

ñóö³ëüíîãî öèë³íäðà 20 rr ./ , à íà éîãî áîêîâ³é ïîâåðõí³ ìàþòü ì³ñöå 

îäíîð³äí³ ãðàíè÷í³ óìîâè. 

 0 1 0,,2 &# tzrrr , 0 1 0,,2 &# tzrrz . (3) 
Ìîäóë³ ïðóæíîñò³ ijc  ³ ãóñòèíà '  êîíêðåòíèõ ìàòåð³àë³â 

çíàõîäÿòüñÿ åêñïåðèìåíòàëüíî, äëÿ êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â 

ìàêðîñêîï³÷í³ ïðóæí³ âëàñòèâîñò³ ³ ãóñòèíà êîìïîçèö³¿ ÿê 

îäíîð³äíîãî ìàòåð³àëó âèçíà÷àþòüñÿ òåîðåòè÷íî ïî âëàñòèâîñòÿì 

êîìïîíåíò ³ éîãî ãåîìåòðè÷í³é ñòðóêòóð³ [2, 3]. 

Òåîð³ÿ õâèëü, ùî ïîøèðþþòüñÿ âçäîâæ îñ³ öèë³íäðó, çàñíîâàíà 

íà ïðåäñòàâëåíí³ õâèë³ âèðàçàìè 

 0 1 0 1 0 1tkzirrurtzrur 2%& expRe,, 212 , 
 0 1 0 1 0 12expRe,, 232 3%2%& tkzirrurtzru z  (4) 

äëÿ ïåðåì³ùåíü ru  ³ zu . Êðóãîâà ÷àñòîòà 2 ³ ïîñò³éíà ïîøèðåííÿ 

k  ïîâ’ÿçàí³ ç ôàçîâîþ øâèäê³ñòþ  4  ôîðìóëîþ 2&4 k  (ïðè ä³éñíîìó 

õâèëüîâîìó ÷èñë³ k ). 

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè ôîðìóë (4) â ñï³ââ³äíîøåííÿ (2), (1) ³ (3) 

îäåðæèìî ñèñòåìó äâîõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 

 0 1 0 1 0
11

355131

2

55

2

121111 &5$$%'2$(
)

*
+
,

- %5$55 ucckukcu
r

u
r

uc , 

 0 1 0 1 0
11

3

2

33

2

3355115513 &%'2$(
)

*
+
,

- 5$55$(
)

*
+
,

- $5$% ukcu
r

ucu
r

ucck  (5) 

â³äíîñíî àìïë³òóäíèõ ôóíêö³é 0 1ru1  ³ 0 1ru3  ³ ãðàíè÷í³ óìîâè äî 

íèõ 

 0 1 0 1 0 1 0111 313112111 &$$5 uckucuc , 0 1 0 10 1 011 1355 &%5 ukuc . (6) 

Â çàëåæíîñòÿõ (5), (6) øòðèõîì ïîçíà÷åí³ ïîõ³äí³ ïî 

áåçðîçì³ðí³é ðàä³àëüí³é êîîðäèíàò³ 2rrr &  ³ âèêîðèñòàí³ áåçðîçì³ðí³ 

÷àñòîòà 002 cr '2&2 , ïîñò³éíà ïîøèðåííÿ 2krk & , ïðóæí³ ñòàë³ 

0ccc ijij &  ³ ãóñòèíà 0''&' . Ïàðàìåòðè 0c  ³ 0'  ìàþòü ðîçì³ðíîñò³ 

ïðóæíî¿ ñòàëî¿ ³ ãóñòèíè â³äïîâ³äíî, ðèñêà çâåðõó â áåçðîçì³ðíèõ 

âåëè÷èíàõ ijc  òà '  îïóùåíà (íà âèêîðèñòàííÿ áåçðîçì³ðíèõ ijc  òà '  

âêàçóþòü áåçðîçì³ðí³ 2  ³ k ). 

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿíü (5) ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç öèë³íäðè÷í³ 

ôóíêö³¿, ïðîòå ïðîñò³øèì ³ åôåêòèâí³øèì º áåçïîñåðåäíº 

ðîçêëàäàííÿ ôóíêö³é 0 1ru1  ³ 0 1ru3  â ñòåïåíåâ³ ðÿäè ïî ðàä³àëüí³é 

êîîðäèíàò³ [4, 5, 6]. 
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Ó ð³âíÿííÿõ (5) çì³ííà êîîðäèíàòà r  çì³íþºòüñÿ â ìåæàõ 10 ./ r  

³ òîìó ¿õ êîåô³ö³ºíòè ìàþòü îñîáëèâó òî÷êó òèïó ïîëþñ ïðè 0&r . 

Îñê³ëüêè öÿ îñîáëèâà òî÷êà º ðåãóëÿðíîþ, òî ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (5) â 

îáëàñò³ 10 ./ r  ïîòð³áíî øóêàòè ó âèãëÿä³ óçàãàëüíåíèõ ñòåïåíåâèõ 

ðÿä³â 

 0 1 0 1 sn

n

n rBru $
6

&
7&
0

1

1 , 0 1 0 1 sn

n

n rBru $
6

&
7&
0

3

3 . (7) 

Ï³äñòàâèìî ðÿäè (7) â ð³âíÿííÿ (5), çáåðåìî êîåô³ö³ºíòè ïðè 

îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ r  ³ ïðèð³âíÿºìî ¿õ íóëåâ³. Â ðåçóëüòàò³ 

îòðèìàºìî àëãåáðà¿÷í³ çàëåæíîñò³ 

 0 10 1 0 1 0 10 1 0 1 0 1 0 1
011 1

2

2

55

23

15513

1

11

2 &%2'$$%$$%$ %% nnn BkcBkccsnBcsn , 

 0 1 0 1 0 10 1 0 1 0 1 0 1
03

2

2

33

21

15513

3

55

2 &%2'$$$%$ %% nnn BkcBkccsnBcsn , 

 0 1 0 1 012 88 %%
jj AB , 3,1&j , ,...2,1,0&n , (8) 

ç ÿêèõ âèçíà÷àºòüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîêàçíèê s  ³ êîåô³ö³ºíòè 

ðÿä³â 0 11
nB  ³ 0 13

nB , ,...2,1,0&n . 

Ç ãðàíè÷íèõ óìîâ (6) âíàñë³äîê ï³äñòàíîâêè â íèõ ðÿä³â (7) 

îäåðæèìî äâà ð³âíÿííÿ 

 0 1 0 1 0 1 0))((
0

3

113

1

1211 &$$$7
6

&
%

n

nn BkcBcsnc , 

 0 1 0 1 0 10 1 0
0

31

155 &$$%7
6

&
%

n

nn BsnBkc . (9) 

Ïåðåéäåìî äî âèçíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ïàðàìåòð³â s  ³ 

êîåô³ö³ºíò³â 0 11
nB  ³ 0 13

nB  ðÿä³â. Ïîêëàâøè â ôîðìóëàõ (8) ³íäåêñ 0&n , 

îòðèìàºìî 

 0 1 0 1 01 1

0

2

11 &% Bsc , 0 1 03

0

2

55 &Bsc . (10) 

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ïðè 11 &s  ³ 14 %&s  ïîñò³éíà 0 1 01

0 9B , à 0 1 03

0 &B , 

òîä³ ÿê ïðè 032 && ss  ïîñò³éíà 0 1 01

0 &B , à 0 1 03

0 9B . 

Ïðè 0&s  ðåêóðåíòíà ñèñòåìà (8) íàáèðàº âèãëÿäó 

 0 1 0 1 0 10 1 0 1 0 1 0 1
011 1

2

2

55

23

15513

12

11 &%2'%$%$% %% nnn BkcBkccnBnc , 

 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
03

2

2

33

21

15513

32

55 &%2'%$% %% nnn BkcBkccnBnc , (11) 

à ãðàíè÷í³ óìîâè (9) çàïèøóòüñÿ òàê 

 0 1 0 1 0 1: ; 0
0

3

113

1

1211 &$$7
6

&
%

n

nn BkcBcnc , 0 1 0 10 1 0
0

1

1

3 &%7
6

&
%

n

nn BknB . (12) 

Ç ôîðìóë (11) ïðè 0&n , ÿê ³ ç ôîðìóë (10) ïðè 0&s , âèïëèâàº, 

ùî ñòàë³ 0 1 01

0 &B  ³ 0 1 03

0 9B .  Ïðè 1&n  ç (11) ìàºìî äâà ð³âíÿííÿ 

0 1 0 1 000 3

0

1

1 &<$< BB , 0 1 0 1 0)( 1

05513

3

133 &<$% BkccBc . Ïåðøå ç íèõ áóäå 

âèêîíóâàòèñÿ ïðè äîâ³ëüíèõ 0 1 01

1 9B  ³ 0 1 03

0 9B , òîä³ ÿê ç äðóãîãî 
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ð³âíÿííÿ ìàºìî 0 1 03

1 &B  ïðè 0 1 01

0 &B . Âñ³ íàñòóïí³ ñòàë³ 0 1 0 1 ,..., 32

jj BB  

âèçíà÷àþòüñÿ ç ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë (11) ÷åðåç 0 13
0B  ³ 0 11

1B . Î÷åâèäíî, 

ùî ïåðåì³ùåííÿ ru  ðîçêëàäàºòüñÿ ïî íåïàðíèõ ñòåïåíÿõ r , à 

ïåðåì³ùåííÿ zu  – ïî ïàðíèõ ñòåïåíÿõ r . 

Àëãîðèòì âèâåäåííÿ äèñïåðñ³éíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ â çàãàëüíîìó 

âèïàäêó ïîëÿãàº â íàñòóïíîìó. Ïî ôîðìóëàõ (11) ïðè ,...3,2&n  

âèðàæàºìî êîåô³ö³ºíòè 0 11
3B , 0 11

5B ,..., 0 13
2B , 0 13

4B ,...÷åðåç äâà ïåðøèõ 0 13
0B  ³ 

0 11
1B , òàê ÿê 0 1 0 1 03

1

1

0 && BB . Ï³äñòàâëÿºìî îäåðæàí³ âèðàçè â ãðàíè÷í³ 

óìîâè (12) ç âðàõóâàííÿì ð³âíîñòåé 0 1 0 1 0...1

2

1

0 &&& BB , 0 1 0 1 0...3

3

3

1 &&& BB . Â 

ðåçóëüòàò³ îäåðæèìî îäíîð³äíó ñèñòåìó àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 0 1 0 1 01

112

3

011 &$ BmBm , 0 1 0 1 01

122

3

021 &$ BmBm . (13) 
Óìîâà ñóì³ñíîñò³ îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè (13) 

 0 1= > 0,,,,det &2?'@A kcm ij , (14) 

º äèñïåðñ³éíèì ñï³ââ³äíîøåííÿì, ùî äîçâîëÿº ïðè çàäàíèõ 

ïðóæíèõ ïîñò³éíèõ ³ ãóñòèí³ çíàéòè çàëåæí³ñòü ïîñò³éíî¿ ïîøèðåííÿ 

k  â³ä ÷àñòîòè 2 , à ïîò³ì ôàçîâó 00 c
k

 '
2

&4  òà ãðóïîâó 

00 c
kd

d
!" '

2
&4  øâèäêîñò³ õâèëü â ô³áðèëüí³é íèòö³. Ôîðìà õâèë³ ïî 

ðàä³àëüí³é êîîðäèíàò³ r  âèçíà÷àºòüñÿ ïî â³äïîâ³äíîìó 

íåòðèâ³àëüíîìó ðîçâ’ÿçêó îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

(13), ðåêóðåíòíèõ çàëåæíîñòÿõ (11), ðÿäàõ (7), ôîðìóëàõ (4) ³ (2). 

Âèêëàäåíèé ðîçâ’ÿçîê ìàº òàêó æ çàãàëüí³ñòü, òî÷í³ñòü ³ 

ìîæëèâ³ñòü àíàë³çó ñïåêòðàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ñóö³ëüíîãî öèë³íäðó, 

ÿê ³ ðîçâ’ÿçîê â öèë³íäðè÷íèõ ôóíêö³ÿõ. ªäèíå óñêëàäíåííÿ âèíèêàº 

ïðè âåëèêèõ ÷àñòîòàõ ³ âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ïîñò³éíî¿ ïîøèðåííÿ, 

êîëè îá÷èñëþâàëüíèé ïðîöåñ ïî ñòâîðåíîìó àëãîðèòìó ìîæå ñòàòè 

íåñò³éêèì. Ïðè ê³ëüê³ñíîìó àíàë³ç³ ïîøèðåííÿ õâèëü â ô³áðèëüíèõ 

íèòêàõ òàêà ñèòóàö³ÿ ìîæå ìàòè ì³ñöå â ìåãàãåðöåâîìó ä³àïàçîí³. 

Çóïèíèìîñÿ á³ëüø äåòàëüíî íà àíàë³ç³ äèñïåðñ³éíîãî 

ñï³ââ³äíîøåííÿ (14) äëÿ öèë³íäð³â ç ä³àìåòðàìè ìàëèõ õâèëüîâèõ 

ðîçì³ð³â (ïðè 1..k ). 

Çàëèøèìî â ðÿäàõ (7) ÷ëåíè, ùî ì³ñòÿòü ñòåïåí³ r  íå âèùå 

äðóãî¿  

 0 1 0 1rBru 1

11 & , 0 1 0 1 0 1 23

2

3

03 rBBru $&  (15) 
³ â³äïîâ³äí³ öüîìó ðîçêëàäó ÷ëåíè â ãðàíè÷íèõ óìîâàõ (12) 
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 0 1 0 1 0 1 03

013

1

11211 &$$ BkcBcc , 0 1 0 1 02 3

2

1

1 &$% BBk . (16) 
Äèñïåðñ³éíå ñï³ââ³äíîøåííÿ (14) â ïðèéíÿòîìó íàáëèæåíí³ 

íàáóâàº âèãëÿäó 

 0 1 0 1: ; 02 2

13121133

22

1211 &$$%2'$ cccckcc . (17) 
ßêùî â ð³âíÿíí³ (17) ïåðåéòè äî ðîçì³ðíèõ âåëè÷èí, âèðàçèòè 

ïðóæí³ ìîäóë³ ijc  ÷åðåç òåõí³÷í³ ìîäóë³ ³ çàì³íèòè õâèëüîâå ÷èñëî 

÷åðåç ÷àñòîòó ³ ôàçîâó øâèäê³ñòü, òî îäåðæèìî çàëåæí³ñòü '&4 3E . 

Òàêèì ÷èíîì ïðè íèçüêèõ ÷àñòîòàõ â íèòö³ ïîøèðþºòüñÿ ïîçäîâæíÿ 

õâèëÿ ç³ ñòåðæíåâîþ øâèäê³ñòþ. Ïðè á³ëüø âèñîêèõ ÷àñòîòàõ 

ôîðìóëà '&4 3E  íåçàñòîñîâíà. Â òàêîìó âèïàäêó â ãðàíè÷íèõ 

óìîâàõ (12) ³ ðåêóðåíòíèõ çàëåæíîñòÿõ (11) íåîáõ³äíî óòðèìóâàòè 

á³ëüøó ê³ëüê³ñòü íåâ³äîìèõ 0 1j
nB , ùî ïîòðåáóº çàñòîñóâàííÿ 

êîìï’þòåðíèõ çàñîá³â. 

Äëÿ êîìïîçèö³¿, ìàòðèöÿ ÿêî¿ àðìîâàíà îäíîíàïðàâëåíîþ 

ñèñòåìîþ âîëîêîí, â³äïîâ³äíî òåîð³¿ ñóì³øåé [2, 3] ìàêðîñêîï³÷íèé 

ïîçäîâæí³é ìîäóëü Þíãà ³ ãóñòèíà âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè 

 ffmm EcEcE $&3 , ffmm cc '$'&' . (18) 

Âëàñòèâîñò³ ìàòðèö³ ïîçíà÷åí³ ÷åðåç mE , mB , m' , âëàñòèâîñò³ 

àðìóþ÷èõ âîëîêîí – ÷åðåç fE , fB , f' , à ¿õ îá’ºìíà êîíöåíòðàö³ÿ 

â³äïîâ³äíî ÷åðåç mc  ³ fc  ( 1&$ fm cc ). 

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàçè (18) äëÿ åôåêòèâíîãî çíà÷åííÿ ìîäóëÿ 

Þíãà ³ ãóñòèíè ô³áðèëüíî¿ íèòêè, ôîðìóëó '&4 3E  ïðèâåäåìî äî 

îñòàòî÷íîãî âèãëÿäó 

 0 1 0 1ffmmffmm cccEcE '$'$&4 . (19) 

Â ðåàëüíèõ óìîâàõ àêóñòè÷íà õâèëÿ ïîøèðþºòüñÿ ³ç çàòóõàííÿì 

âíàñë³äîê ïîãëèíàííÿ åíåðã³¿, ìåõàí³çìè ÿêîãî ð³çíîìàí³òí³ ³ âàæêî 

ï³ääàþòüñÿ ïîñë³äîâíîìó ê³ëüê³ñíîìó îïèñó. Áóäåìî âèõîäèòè ç 

ñïîñîáó âðàõóâàííÿ äèñèïàòèâíèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àëó ïðè 

ãàðìîí³÷íèõ ïðîöåñàõ çà äîïîìîãîþ êîìïëåêñíèõ ìîäóë³â äëÿ 

ìàòðèö³ ³ íàïîâíþâà÷à 

 0 1mmm iEE C%5& 1 , 10 ..C/ m ; 0 1
fff iEE C%5& 1 , 10 ..C/ f . 

Òîä³ ç ð³âíÿííÿ ðóõó ïëîùèíè ð³âíèõ ôàç ïëîñêî¿ õâèë³ ³ 

ôîðìóëè (19) äëÿ øâèäêîñò³ õâèë³ 45 ³ êîåô³ö³ºíòà çàòóõàííÿ @  

îäåðæèìî âèðàçè 
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Îñê³ëüêè äëÿ øâèäêîñòåé ³ êîåô³ö³ºíò³â çàòóõàííÿ õâèëü â 

êîìïîíåíòàõ ñïðàâåäëèâ³ çàëåæíîñò³ mmm E '5&45 , mmm 452C&@ 2 , 

fff E '5&45 , fff 452C&@ 2 , òî ìàêðîñêîï³÷íèé êîåô³ö³ºíò çàòóõàííÿ 

õâèë³ â êîìïîçèö³¿ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç êîåô³ö³ºíòè çàòóõàííÿ 

õâèëü m@  ³ f@  â êîìïîíåíòàõ 

 
ffmm

ffffmmmm

cEcE

cEcE

5$5

45@$545@
&@ . (21) 

Â òàáëèö³ íàâåäåí³ ðîçðàõîâàí³ çà ôîðìóëîþ (19) çíà÷åííÿ 

øâèäêîñò³ ïîøèðåííÿ àêóñòè÷íî¿ õâèë³ â ô³áðèëüí³é íèòö³ ç 

ïîë³êàïðîàì³äó (³íäåêñ m ), ùî íàïîâíåíèé ïîë³åòèëåíîì (³íäåêñ f ) 

Òàáëèöÿ 1 

fc  0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 

2638 2622 2605 2588 2571 2554 2536 2517 
4  

1144 1141 1138 1135 1132 1129 1126 1123 

Âåðõí³é ðÿäîê â³äïîâ³äàº îð³ºíòîâàíîìó âèïàäêó, êîëè 

âëàñòèâîñò³ ïîë³êàïðîàì³äó ³ ïîë³åòèëåíó ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ 

#$%Em 8031& , 31140 &'!m &' , #$%E f 5000& , 3980 &'!f &' , à íèæí³é 

ðÿäîê – íåîð³ºíòîâàíîìó âèïàäêó, êîëè #$%Em 1500& , 31140 &'!m &' , 

#$%E f 1140& , 3980 &'!f &' . Ç òàáëèö³ âèäíî, ùî ïðè îð³ºíòîâàíîìó 

íàïîâíåíí³ øâèäêîñò³ õâèëü á³ëüø í³æ â äâà ðàçè á³ëüø³ â³ä âèïàäêó 

íåîð³ºíòîâàíîãî íàïîâíåííÿ. 
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