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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñòûé èçãèá æåëåçîáåòîííîãî ýëåìåíòà 

ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñ äâîéíûì àðìèðîâàíèåì 

(ñì.ðèñ.1). Íåëèíåéíàÿ ïîëçó÷åñòü áåòîíà îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíî-

íàñëåäñòâåííûì óðàâíåíèåì Â.Ì.Áîíäàðåíêî [1]. Ïðè ïîñòðîåíèè 

ðàñ÷åòíîé ìåòîäèêè ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî äëÿ êîìïëåêñíîãî ñå÷åíèÿ 

ñïðàâåäëèâ çàêîí ïëîñêèõ ñå÷åíèé è ðàáîòà áåòîíà íà ðàñòÿæåíèè ïî 

ñðàâíåíèþ ñ ðàáîòîé íà ñæàòèå íå ó÷èòûâàåòñÿ [1,2,3]. 

Óïðóãîïëàñòè÷åñêàÿ ðàáîòà àðìàòóðíûõ ñòåðæåíüêîâ îïèñûâàåòñÿ 

äèàãðàììîé À.À.Èëüþøèíà [4]. 

Äëÿ áåòîíà ïðè äëèòåëüíîì çàãðóæåíèè äèàãðàììó 

äåôîðìèðîâàíèÿ ïðèíèìàåì â ôîðìå [1] 
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∫  (1) 

Çäåñü S1 è S2 ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè ìãíîâåííîãî 

è äëèòåëüíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ áåòîíà ïðè ñæàòèè è ïî 

ðåêîìåíäàöèÿì [1]èõ ìîæíî ïðèíèìàòü â âèäå  
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ãäå ηi  è mi ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíàâëèâàåìûå áåçðàçìåðíûå 

ïàðàìåòðû íåëèíåéíîñòè. 

εó – äåôîðìàöèÿ óñàäêà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïî 

çàâèñèìîñòÿì Ã.Ä. Âèùíåâåöêîãî [5]: 

 ( )1 0 1exp( ) exp( ) ,ïð
y y b t b tε = ε − − −  (3) 

ãäå ïàðàìåòð b1 â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû òâåðäåíèÿ áåòîíà 

ðåêîìåíäóåòñÿ îïðåäåëÿòü ïî çàâèñèìîñòè  1 0,003exp( 0,06 ),b T= −  ãäå 

Ò – òåìïåðàòóðà òâåðäåíèÿ áåòîíà â 0Ñ. 

Åñëè ïðèíèìàòü ìåðó ïîëçó÷åñòè áåòîíà ïî ïðåäëîæåíèÿì È.Å. 

Ïðîêîïîâè÷à è È.È. Óëèöêîãî [6] â âèäå 

 [ ] [ ], 0 0 2 21 exp( ( ) exp( ) exp( )tC C t A tτ = − −γ − τ + −γ τ − −γ  (4) 
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òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äåôîðìèðîâàíèÿ áåòîíà (1) ìîæíî 

ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé àäåêâàòíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå [7]. 

Äëÿ ÷åãî ïðåäâàðèòåëüíî çàâèñèìîñòü (1) ïðèâåäåì ê 

áåçðàçìåðíîé ôîðìå 
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Òîãäà ó÷èòûâàÿ, ÷òî [8] *
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ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ çàâèñèìîñòü 
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Ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðè t=t0 èìåþò âèä 

0 0 0 01 0 1( ) ( ) ,bt bt bt ytA t Sε = θ θ + ε  
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Âõîäÿùèå â âûøåïðèâåäåííûå çàâèñèìîñòè ôóíêöèè âðåìåíè 

èìåþò âèä 
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Äèàãðàììó äåôîðìèðîâàíèÿ àðìàòóðíûõ ñòåðæíåé ïðèìåì â 

ôîðìå [4] 

 [ ]1 ( )s s s s sEσ = ε − ω ε  (9) 

ãäå ωs ôóíêöèÿ íåëèíåéíîñòè. 

Ïîêàæåì ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ïî âûñîòå 

ñå÷åíèÿ. Ñîãëàñíî èññëåäîâàíèÿì [1,2] ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ 

íàïðÿæåíèé ïî âûñîòå ñå÷åíèÿ ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà â âèäå 
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Ðèñ. 1 

Òîãäà íà îñíîâàíèè ôîðìóë ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ äëÿ 

ãëàâíîãî âåêòîðà è ãëàâíîãî ìîìåíòà ýïþðû íîðìàëüíûõ ñæèìàþùèõ 

íàïðÿæåíèé â áåòîíå íàéäåì 
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 (11) 

Çàêîí ïëîñêèõ ñå÷åíèé ïîçâîëÿåò âûðàçèòü äåôîðìàöèè 

àðìàòóðíûõ ñòåðæíåé ÷åðåç äåôîðìàöèþ êðàéíåãî ñæàòîãî âîëîêíà 

áåòîíà εb è âûñîòû ñæàòîé çîíû õ: 

 ( ); ( 1 )bt bt
s s s sx a x a

x x

ε ε′ ′ε = − ε = − +  (12) 

Òîãäà äëÿ ãëàâíîãî âåêòîðà è ãëàâíîãî ìîìåíòà íàïðÿæåíèé â 

àðìàòóðíûõ ñòåðæíÿõ íàéäåì 
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Òàê êàê îñíîâíîé çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ áåòîíà 

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ïðîäèôôåðåíöèðóåì 

óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òàêæå äâà ðàçà ïî âðåìåíè 
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×òîáû íå çàãðîìîæäàòü çàïèñü áîëåå ñîêðàùåíèþ 

âûøåïðèâåäåííûå çàâèñèìîñòè ïðåäñòàâèì â âèäå 
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Âíîâü ââåäåííûå ôóíêöèé μi ÿñíû èç âûøåïðèâåäåííûõ 

çàâèñèìîñòåé. 

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü åùå ðàç çàâèñèìîñòè (16) èìååì 
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Â âûøåïðèâåäåííûõ çàâèñèìîñòÿõ èíäåêñû ó âíîâü ââåäåííûõ 

ôóíêöèÿõ îçíà÷àþò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ýòèì èíäåêñàì. 
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Ñîãëàñíî èññëåäîâàíèÿì [1] ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè n òàêæå 

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íàïðÿæåíèå êðàéíåãî ñæàòîãî âîëîêíà áåòîíà 

 *
*1 m
btn f= − θ  (18) 

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòó çàâèñèìîñòü òàêæå â äâà ðàçà ïî 

âðåìåíè 

 * 1
* *

m
bt btn f m −= − θ θ , 

 * *2 12
* * * * *( 1) m m

bt bt bt btn f m m fm− −= − − θ θ − θ θ  (19) 

Ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè (5), (17) è (19) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 

ïîëíóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî 

ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ 

íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ èçãèáàåìîãî 

æåëåçîáåòîííîãî ýëåìåíòà. 

Áîëåå ñîêðàùåííî ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â 

âèäå 
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Äàëüíåéøèå âûêëàäêè ïðåäñòàâèì â ìàòðè÷íîé ôîðìå, äëÿ ÷åãî 

ââåäåì ñëåäóþùèé âåêòîð íåèçâåñòíûõ { }Y , ýëåìåíòàìè êîòîðûõ 

ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ 

àðìèðîâàííîãî ñå÷åíèÿ. 

 { } { } { }1 2 8, ,..., , , , , , , ,
TT

bt bt bt btY y y y n x n x= = θ ε θ ε  (21) 

Òîãäà ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó (20) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì 

âèäå 

 { } { }( ){ }Y B Y= . (22) 

Çäåñü 

 4; 1,2,3,4i iB y i+= =   

 4 2 1 2 22 4 1 3 5 1 32 4
5

4 21 2 11 22 41 1 31 5 11 32 41
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=
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 6 4 41 5 7 11 6 1;B F D B B D B F= − = − ,  
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Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå çàäà÷è ñâåäåíî ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè 

äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (22) ñ ïåðåìåííûì 

êîýôôèöèåíòàìè. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé ñóùåñòâåííî 

íåëèíåéíîé ñèñòåìû íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ïîýòîìó îíà 

ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà [9].  

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè íåîáõîäèìî ðàñïîëàãàòü íà÷àëüíûìè 

óñëîâèÿìè. Ïåðâûå ÷åòûðå çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîãî âåêòîðà 

îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùåé íåëèíåéíîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ 

óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç (7), (14) è (18) ïðè t=t0.  
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 (24) 

Äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé 

èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ÷èñëåííàÿ ìåòîäèêà. Òàê êàê çàðàíåå 
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èçâåñòíû ïðåäåëû èçìåíåíèÿ óðîâíÿ ñæèìàþùèõ íàïðÿæåíèé â 

êðàéíåì ñæàòîì âîëîêíå áåòîíà 10 [0;1]y ∈ , çàäàåìñÿ åãî çíà÷åíèåì. 

Òîãäà èç ïåðâîãî è ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì ó30 

è ó20. Ïðè ýòîì âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (24) ïðåâðàùàåòñÿ â 

óðàâíåíèå ñ îäíèì íåèçâåñòíûì ó40. Îíî ðåøàåòñÿ èçâåñòíûì ìåòîäîì 

[9]. Çàòåì ïðè íàéäåííûõ çíà÷åíèÿõ íåèçâåñòíûõ ïðîâåðÿåòñÿ òðåòüå 

óðàâíåíèå. Ïî îïèñàííîé ñõåìå ó10 è  äðóãèå íåèçâåñòíûå ìîãóò áûòü 

îïðåäåëåíû ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Îïèñàííûé 

àëãîðèòì ëåãêî ïðîãðàììèðóåòñÿ è íà àëãîðèòìè÷åñêîì ÿçûêå Òóðáî-

Ïàñêàëü ñîñòàâëåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîöåäóðà ñ âõîäíûìè è 

âûõîäíûìè ïàðàìåòðàìè. 

Îñòàþùèåñÿ ÷åòûðå ýëåìåíòà íà÷àëüíîãî âåêòîðà îïðåäåëÿþòñÿ 

êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé ëèíåéíîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç 

(7), (16) è (19) ïðè t=t0. 
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Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ÷èñëåííî ñ ëþáîé íàïåðåä 

çàäàííîé òî÷íîñòüþ îïðåäåëèòü íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå 

ñîñòîÿíèå èçãèáàåìîãî æåëåçîáåòîííîãî ýëåìåíòà, à òàêæå ïîñòðîèòü 

çàâèñèìîñòü êðèâèçíû îò èçãèáàþùåãî ìîìåíòà ñ ó÷åòîì íåëèíåéíî-

íàñëåäñòâåííîé ïîëçó÷åñòè áåòîíà è óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ðàáîòû 

àðìàòóðû, ÷òî íåìàëîâàæíî ïðè îïðåäåëåíèè ïåðåìåùåíèé. 
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